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Introduction

ν of      = 1

is a fermion.

IQH states FQH states

Flux-attachment

Jain (1989)
System of anyons

 ! ei✓ , ✓ =
n

m
⇡
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Wilczek (1982)
Wu(1984)

⌫ =
#

#

= 1/3
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Systems on a torus

Greiter-Wilczek (1990)
Adiabatic heuristic principle



Anyons on a torus Introduction

Einarsson (1990)
Wen(1990)
Greiter-Wilczek (1992)

Constraints due to the braid group
Fermions 

|r1, · · · , rN i
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Anyon with

Basis:

Basis:
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Introduction

ν of      = 1

IQH states FQH states

Flux-attachment

# 012 ⌫ = 1/3
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Adiabatic deformation ??

Adiabatic heuristic principle



IntroductionOverview of our results

Numerical demonstration on a torus

Discovery of the generalized Streda formula

Kudo-Hatsugai, PRB 102 125108 (2020) 
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Model

Wen-Dagotto-Fradkin (1990) 
Hatsugai-Kohmoto-Wu (1991)

Hamiltonian:

Model
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hiji
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External 
fluxes
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fluxes
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Today’s talk

- Adiabatic deformation of

- Adiabatic deformation of

-Introduction

Kudo-Hatsugai, PRB 102 125108 (2020) 

Kudo-Kuno-Hatsugai, in preparation

QH states

Charge pump

Adiabatic deformation

- Model

Adiabatic heuristic principle on a torus
- Results

Generalized Streda formula

- Model
- Results

Fractional anyon pumping
Noninteracting fermion pumping (warm-up)



Generalized Streda formula

Topological degeneracy
Wild change

Results

Adiabatic invariant

NTD

<latexit sha1_base64="mcl93cawb+bWTWK4Xze0UxroABE="></latexit>

Many-body Chern number C

<latexit sha1_base64="Tj1H1GfDwxbvmWz2psvGzDoHt6Y="></latexit>

How is the wild change of        explained?NTD

<latexit sha1_base64="mcl93cawb+bWTWK4Xze0UxroABE="></latexit>

���

���������������
������

������������

����

��

��
��������
����

��������

��������

��

������

�

���
����

�
����

����

� �����

�����
��������������������
����������

���

���������������
������

������������

����

�

�

�

����

��

����

��������

������������
��������������������

�������

�������
��������������������������

�����

�������������������������
����������

����

������������������������
����

��������

��

��

��������

����

��������

��������

�

�

�

�

����

�����������

�����������������������������

���������

���������
����������������������

�������

���������������������������������

�����

������������������������������

�����

���

���

������������

������

����������������

�

�

�

�

�

����

����������������

������������������������

��������������

��������������������������

�������������

�������������
��������������

������������

������������
����������������

�����������

�����������
������������������

���������

�����������
��������������������

��������

��������������������������������

�������

���������������������������
������

������

����������������������������������

����

����

������������������������

��������

���

���

������������

���������

������������

��

��

��

��������

��

����

�

�

�

�

�

�

����

�

�������������������

���������������������

�����������������

�����������������������

�������������

�������������
��������������

�����������

�����������
������������������

�������

���������������������������������

�����

�����

����������
��������������������

�

�

�

�

�

�

�

����

�

����

����������������������

������������������

��������������������

��������������������

�������������������

���������������������

������������������

������������������
����

�����������������

�����������������
������

����������������

����������������
��������

���������������

���������������
����������

�������������

�������������
��������������

������������

����������������������������

�����������

�����������������������������

����������

������������������������������

���������

�������������������������������

��������

��������������������������������

������

������

������������

����������������

�����

�����

��������������������

����������

����

����

����������������

����

��������

����

���

���

���

������������

������

��

��

��

��

��������

��

�

�

�

�

�

�

�

�

����

�

����

3210
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1/�

En
-
E1

1 87 6 5 9 4 710 3NTD

<latexit sha1_base64="mcl93cawb+bWTWK4Xze0UxroABE="></latexit>

C<latexit sha1_base64="xLQteFtclA4Jkf3XYO8PDVZtL1g="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="AATi4Ho+1GHmAZjJzSI0dFQPEi4="></latexit>

��� ��� ������

3210
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2

1/�

C
he
rn
N

1/⌫
<latexit sha1_base64="cs0y9LNuKA0FGmNbf+yQ6dPYfLo="></latexit>

<latexit sha1_base64="T6zfybZQPwTGqXpz1PJLWQFhiTo="></latexit>

1

<latexit sha1_base64="3mDYbgOF+Dh2gf5oZEHC7ZF7vsQ="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="csPlq24to5I1irb5O1/qmvp2p4A="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="T6zfybZQPwTGqXpz1PJLWQFhiTo="></latexit>

10
<latexit sha1_base64="AATi4Ho+1GHmAZjJzSI0dFQPEi4="></latexit>

We analytically show a �NTD

�(m/⌫)
= C

<latexit sha1_base64="HABNrCZc/hcy1Q2+5Xk089szmLQ="></latexit>

new formula:
<latexit sha1_base64="v86yTSxGKv58dNqTOapXUtLSsGY="></latexit>

✓ = (n/m)⇡

�

�

�

�
�

��

�
�

�

��

�

�

�

�

��

�

���
�

�

�

�

�

��

�

�

�

��

�

�

��

�

�����
�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

3210
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1/�

En
-E
1

E
n
�

E
1

<latexit sha1_base64="o5pHqZsZJuIVgnNRCuUzepFqAeg="></latexit>

3-fold

<latexit sha1_base64="9QYN8NamrdNUp0hyWvOTQC+gIGk="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="AATi4Ho+1GHmAZjJzSI0dFQPEi4="></latexit>

1
<latexit sha1_base64="JJDcXMPF5fMtlBkfRWDqEPUkqb4="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="4QS7N7yqy0vt3GP0mtM+e+mlXHo="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="Yryh39CmYfczbd0HhPqG2y893h4="></latexit>

1/⌫
<latexit sha1_base64="cs0y9LNuKA0FGmNbf+yQ6dPYfLo="></latexit>

<latexit sha1_base64="1q7whTO4oA8OCQ7jeUF5l5kn/fw="></latexit>�10
<latexit sha1_base64="AATi4Ho+1GHmAZjJzSI0dFQPEi4="></latexit>

1
<latexit sha1_base64="JJDcXMPF5fMtlBkfRWDqEPUkqb4="></latexit>2

<latexit sha1_base64="4QS7N7yqy0vt3GP0mtM+e+mlXHo="></latexit>

���
���������������������
������������
����

��

��������������

��������

��������

��
������

�

�������
�����
����

�

����

�����

�����������������������������������

���

���������������������

������������

����

�

�

�

����

������

��������

��������������������������������

�������

���������������������������������

�����

�����������������������������������

����

����������������������������

��������

��

��

��������
����
����������������

�

�

�

�
����

��

�������������
���������������������������

�����������

�����������������������������

���������

�������������������������������

�������

���������������������������������

�����

�����������������������������������

���

���

������������������
����������������

�

�

�

�

�
����

���

����������������
������������������������

��������������

��������������������������

�������������

���������������������������

������������

����������������������������

�����������

�����������������������������

���������

�������������������������������

��������

��������������������������������

�������

���������������������������������

������

����������������������������������

����

����

������������������������
��������

���

���

������������

���������������������
�

��

��

��

��������

��
����

�

�

�

�

�

�
����

�

�������������������
���������������������

�����������������

�����������������������

�������������

���������������������������

�����������

�����������������������������

�������

���������������������������������

�����

�����

������������������������������

�

�

�

�

�

�

�
����

�
����

����������������������
������������������

��������������������

��������������������

�������������������

���������������������

������������������

����������������������

�����������������

�����������������������

����������������

������������������������

���������������

�������������������������

�������������

���������������������������

������������

����������������������������

�����������

�����������������������������

����������

������������������������������

���������

�������������������������������

��������

��������������������������������

������

������

����������������������������

�����

�����

��������������������
����������

����

����

����������������
����
������������

���

���

���

������������

������������������

��

��

��

��

��������
��

����

�

�

�

�

�

�

�

�
����

�
����

3210
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

1/�

En
-E
1

<latexit sha1_base64="ZYqP7ENtIoCl9ghUI/Idv1uQe4A="></latexit>

unique

���

���
������
���

��

��

����

��

�

�
�
��

� �����

�����

����������

�����

���

���

������

�

�

�

��

�

��������

��������

����������������

��������

�������

�������

��������������

�������

�����

�����

����������

�����

����

����

��������

��

��

����
��

�

�

�

�

��

�

�����������

�����������
������������������

���������

���������

������������������

����

�������

�������

��������������

�������

�����

�����

����������

�����

���

���

���������

�

�

�

�

�

��

����������������
����������������
��������

��������������

��������������
������������

�������������

�������������

��������������

������������

������������

����������������

�����������

�����������

������������������

���������

���������

������������������

����

��������

��������

����������������

��������

�������

�������

��������������

������

������

������������

������

����

����

������������

���

���

������

���
���

��

��

��

����

����

�

�

�

�

�

�

��

�

�������������������
�������������������
��

�����������������

�����������������
������

�������������

�������������

��������������

�����������

�����������

������������������

�������

�������

��������������

�������

�����

�����

���������������

�

�

�

�

�

�

�

��

�

����������������������
������������������

��������������������

�������������������
�

�������������������

�������������������

��

������������������

������������������

����

�����������������

�����������������

������

����������������

����������������

��������

���������������

���������������

����������

�������������

�������������

��������������

������������

������������

����������������

�����������

�����������

������������������

����������

����������

��������������������

���������

���������

������������������

��������

��������

����������������

��������

������

������

������������������

�����

�����

����������
�����

����

����

��������

��������

���

���

���

������

���

��

��

��

��

����

��

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

��

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

��

�

�

�
�

�

����
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

0 1 2 3
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

1/�

En
-
E1

: V = 0
<latexit sha1_base64="Fm5IG6h6bT0y5ufcaYrRGuu7uCE="></latexit>

<latexit sha1_base64="7DIRKOuDcLotVMj6E/nVxr2jWXw="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="c7MwEDiepXf82N9tANQ1QbRJ53Q="></latexit>

0.3

<latexit sha1_base64="amxEMUtBvNNKd6f8TVbrGHqTYJE="></latexit>

0.6

✓/⇡
<latexit sha1_base64="KTZ5BSOSPAk6i4FlTuGrZjKclEE="></latexit>



�

�

�

�
�

��

�
�

�

��

�

�

�

�

��

�

���
�

�

�

�

�

��

�

�

�

��

�

�

��

�

�����
�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

3210
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1/�

En
-E
1

E
n
�

E
1

<latexit sha1_base64="o5pHqZsZJuIVgnNRCuUzepFqAeg="></latexit>

3-fold

<latexit sha1_base64="9QYN8NamrdNUp0hyWvOTQC+gIGk="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="AATi4Ho+1GHmAZjJzSI0dFQPEi4="></latexit>

1
<latexit sha1_base64="JJDcXMPF5fMtlBkfRWDqEPUkqb4="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="4QS7N7yqy0vt3GP0mtM+e+mlXHo="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="Yryh39CmYfczbd0HhPqG2y893h4="></latexit>

1/⌫
<latexit sha1_base64="cs0y9LNuKA0FGmNbf+yQ6dPYfLo="></latexit>

<latexit sha1_base64="1q7whTO4oA8OCQ7jeUF5l5kn/fw="></latexit>�10
<latexit sha1_base64="AATi4Ho+1GHmAZjJzSI0dFQPEi4="></latexit>

1
<latexit sha1_base64="JJDcXMPF5fMtlBkfRWDqEPUkqb4="></latexit>2

<latexit sha1_base64="4QS7N7yqy0vt3GP0mtM+e+mlXHo="></latexit>

���
���������������������
������������
����

��

��������������

��������

��������

��
������

�

�������
�����
����

�

����

�����

�����������������������������������

���

���������������������

������������

����

�

�

�

����

������

��������

��������������������������������

�������

���������������������������������

�����

�����������������������������������

����

����������������������������

��������

��

��

��������
����
����������������

�

�

�

�
����

��

�������������
���������������������������

�����������

�����������������������������

���������

�������������������������������

�������

���������������������������������

�����

�����������������������������������

���

���

������������������
����������������

�

�

�

�

�
����

���

����������������
������������������������

��������������

��������������������������

�������������

���������������������������

������������

����������������������������

�����������

�����������������������������

���������

�������������������������������

��������

��������������������������������

�������

���������������������������������

������

����������������������������������

����

����

������������������������
��������

���

���

������������

���������������������
�

��

��

��

��������

��
����

�

�

�

�

�

�
����

�

�������������������
���������������������

�����������������

�����������������������

�������������

���������������������������

�����������

�����������������������������

�������

���������������������������������

�����

�����

������������������������������

�

�

�

�

�

�

�
����

�
����

����������������������
������������������

��������������������

��������������������

�������������������

���������������������

������������������

����������������������

�����������������

�����������������������

����������������

������������������������

���������������

�������������������������

�������������

���������������������������

������������

����������������������������

�����������

�����������������������������

����������

������������������������������

���������

�������������������������������

��������

��������������������������������

������

������

����������������������������

�����

�����

��������������������
����������

����

����

����������������
����
������������

���

���

���

������������

������������������

��

��

��

��

��������
��

����

�

�

�

�

�

�

�

�
����

�
����

3210
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

1/�

En
-E
1

<latexit sha1_base64="ZYqP7ENtIoCl9ghUI/Idv1uQe4A="></latexit>

unique

���

���
������
���

��

��

����

��

�

�
�
��

� �����

�����

����������

�����

���

���

������

�

�

�

��

�

��������

��������

����������������

��������

�������

�������

��������������

�������

�����

�����

����������

�����

����

����

��������

��

��

����
��

�

�

�

�

��

�

�����������

�����������
������������������

���������

���������

������������������

����

�������

�������

��������������

�������

�����

�����

����������

�����

���

���

���������

�

�

�

�

�

��

����������������
����������������
��������

��������������

��������������
������������

�������������

�������������

��������������

������������

������������

����������������

�����������

�����������

������������������

���������

���������

������������������

����

��������

��������

����������������

��������

�������

�������

��������������

������

������

������������

������

����

����

������������

���

���

������

���
���

��

��

��

����

����

�

�

�

�

�

�

��

�

�������������������
�������������������
��

�����������������

�����������������
������

�������������

�������������

��������������

�����������

�����������

������������������

�������

�������

��������������

�������

�����

�����

���������������

�

�

�

�

�

�

�

��

�

����������������������
������������������

��������������������

�������������������
�

�������������������

�������������������

��

������������������

������������������

����

�����������������

�����������������

������

����������������

����������������

��������

���������������

���������������

����������

�������������

�������������

��������������

������������

������������

����������������

�����������

�����������

������������������

����������

����������

��������������������

���������

���������

������������������

��������

��������

����������������

��������

������

������

������������������

�����

�����

����������
�����

����

����

��������

��������

���

���

���

������

���

��

��

��

��

����

��

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

��

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

��

�

�

�
�

�

����
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

0 1 2 3
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

1/�

En
-
E1

: V = 0
<latexit sha1_base64="Fm5IG6h6bT0y5ufcaYrRGuu7uCE="></latexit>

<latexit sha1_base64="7DIRKOuDcLotVMj6E/nVxr2jWXw="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="c7MwEDiepXf82N9tANQ1QbRJ53Q="></latexit>

0.3

<latexit sha1_base64="amxEMUtBvNNKd6f8TVbrGHqTYJE="></latexit>

0.6

✓/⇡
<latexit sha1_base64="KTZ5BSOSPAk6i4FlTuGrZjKclEE="></latexit>

Generalized Streda formula Results

���

���������������
������

������������

����

��

��
��������
����

��������

��������

��

������

�

���
����

�
����

����

� �����

�����
��������������������
����������

���

���������������
������

������������

����

�

�

�

����

��

����

��������

������������
��������������������

�������

�������
��������������������������

�����

�������������������������
����������

����

������������������������
����

��������

��

��

��������

����

��������

��������

�

�

�

�

����

�����������

�����������������������������

���������

���������
����������������������

�������

���������������������������������

�����

������������������������������

�����

���

���

������������

������

����������������

�

�

�

�

�

����

����������������

������������������������

��������������

��������������������������

�������������

�������������
��������������

������������

������������
����������������

�����������

�����������
������������������

���������

�����������
��������������������

��������

��������������������������������

�������

���������������������������
������

������

����������������������������������

����

����

������������������������

��������

���

���

������������

���������

������������

��

��

��

��������

��

����

�

�

�

�

�

�

����

�

�������������������

���������������������

�����������������

�����������������������

�������������

�������������
��������������

�����������

�����������
������������������

�������

���������������������������������

�����

�����

����������
��������������������

�

�

�

�

�

�

�

����

�

����

����������������������

������������������

��������������������

��������������������

�������������������

���������������������

������������������

������������������
����

�����������������

�����������������
������

����������������

����������������
��������

���������������

���������������
����������

�������������

�������������
��������������

������������

����������������������������

�����������

�����������������������������

����������

������������������������������

���������

�������������������������������

��������

��������������������������������

������

������

������������

����������������

�����

�����

��������������������

����������

����

����

����������������

����

��������

����

���

���

���

������������

������

��

��

��

��

��������

��

�

�

�

�

�

�

�

�

����

�

����

3210
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

1/�

En
-
E1

1 87 6 5 9 4 710 3NTD

<latexit sha1_base64="mcl93cawb+bWTWK4Xze0UxroABE="></latexit>

�NTD

�(m/⌫)
= C

<latexit sha1_base64="HABNrCZc/hcy1Q2+5Xk089szmLQ="></latexit>

new formula:
<latexit sha1_base64="v86yTSxGKv58dNqTOapXUtLSsGY="></latexit>

✓ = (n/m)⇡

E

<latexit sha1_base64="Zz6xsPGiRQwaajh5k9zZ54su5Uw="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="OFkMyT9LCg6af5D1rJaCsHQATUs="></latexit>

�Nband

��
= C

<latexit sha1_base64="JLoH7XlTysXDZIe4y7PRkBC7OEA="></latexit>

Band filling
Streda formula

Hofstadter (1976), Streda (1982) 
Thouless-Kohmoto-Nightingale-Nijs (1982)Similar st
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✓ = (n/m)⇡
Change in states = Topological invariant
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invariance Continuity of the gap
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