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2 量子ホール効果と磁場中の電子系
2.1 量子ホール効果とは
量子ホール効果 [1, 2, 3, ?, 4, 5] とは文字どおりホール伝導度が量子化される現象でその実験的
発見に対して K.V.Klitzingにノーベル賞があたえられています。驚くべきはその精度でそれが６
桁以上の精度を持つというのです。伝導度ですから電流/電圧なわけで電流と電圧をはかって例え
ば 34.51231 / 17.25616=1.999999...、67.88631 / 22.62876=3.000001 となったら 「これは普通で
ないなんかがある」、というわけです。こんなぐあいに整数の値にホール伝導度が極めて近くなる
現象を 整数量子ホール効果といい、ある場合には、この値が 14.512 / 43.535 = 0.3333 . 等と整
数/ 奇数 に極めて近くなるときを分数量子ホール効果といいます。この現象の特異なところは、結
果がとてもきれいな数に なるので一見して何かの物理量を摂動論とか○×近似で計算するという
定量的な議論では 不十分だと感じるわけです。 つまりこの現象は、何らかの形で整数がらみの理
論がその裏にあることを 示唆していると思いませんか。そして実際、量子ホール効果とは 系の細
部に依存しない 境界が何個あるか、どんなぐあいにつながってるかといった物理系の位相的性質
にのみ依存した形で 理論としてきれいにまとまり、それが ある意味で現実にも実験として観測に
かかっている（と信じられている）非常にまれな現象なのです。

2.2 磁場中の電子系
最初に一様磁場 ~B 中の粒子の量子力学について復習しよう [9]。
まず、古典的なローレンツ力に従う電子（電荷 −e）のニュートン方程式を導くハミルトニアン
が次のものであることに注意して

H =
1

2m
(~p+

e

c
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（量子力学における）ハミルトニアンとしてつぎのものをとろう。

H =
1

2m
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e

c
~A

~B = rot ~A

ここで磁場を z 方向にとって
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とする。2 ここで ~Π の成分間の交換子を計算すると3
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ここで

`B =

√
h̄c

eB

は長さの次元を持つ量で磁気長と呼ばれる。この交換関係より

a =
1√
2
`B
h̄

(Πy + iΠx)

として演算子 a を定義すれば [ a, a† ] = 1 であり、4 ハミルトニアンは5

H = h̄ωc(na +
1
2
), na = a†a

ωc =
eB

mc
:サイクロトロン周波数

と書ける。これは１つの調和振動子のハミルトニアンである。
一方

Rx = x− `2

h̄
Πy

Ry = y +
`2

h̄
Πx

を定義するとこれらはハミルトニアンと可換であり6

[H,Rx ] = [H,Ry ] = 0

4
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´

=
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6まず [x,Πx ] = [ y,Πy ] = ih̄, [x,Πy ] = [ y,Πx ] = 0 よって

[ Πx, Rx ] = [Πx, x−
`2

h̄
Πy ] = −ih̄− h̄(−i) = 0
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運動の定数となる。7

よって観測量となるエルミート演算子 Rx または Ry がハミルトニアンと可換となり、一つのエ
ネルギー状態は異なる量子数を持つことを意味する。すなわち各エネルギーは縮退していることと
なる。この縮退をランダウ縮退という。(特に系の大きさが `B を単位にマクロな系ではこの縮退
度はマクロなものとなる。)
さらに磁気並進演算子 T (~λ) を

Tx(~λ) = e

i

h̄
~λ · ~Π

とすれば8

T (ax̂)−1T (bŷ)−1T (ax̂)T (bŷ) = e
2π
囲む面積×B

Φ0

すなわち並進操作により閉じた曲線を動くときに得る位相は囲む面積あたりの磁束を磁束単位で
計ったもの (×2π)となることに注意しておこう [10]。
以下有名な２つのゲージについて少し議論しよう。

• ランダウゲージ
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とすると
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としよう。このとき最低エネルギー状態状態（最低ランダウ準位）は a|ψ〉 = 0 を満たすか
ら9

ψ(x, y) = e
−ikyy −

(x− `2Bky)2

2`2B

Ryψ = `2Bkyψ

となり、異なる
Ryb = `2Bky

の状態が縮退した状態を与えることとなる。これらは x方向には `2Bky に局在した波動関数と
なる。ここで全系が Lx×Ly の有限系とし、y方向には周期的であり、x方向には 0 < Ry < Lx

のもののみ許されるとすればその縮退度 Nφ は

Nφ =
kmax

y

∆ky
=
Lx/`

2
B

2π/Ly

=
LxLy

2π`2B
=
LxLy

2π h̄c
eB

=
BS

Φ0

となる。ここで S = LxLy は全面積
Φ0 =

hc

e

は磁束単位とよばれる。すなわちランダウ準位の縮退度は系を貫く全磁束を磁束単位で計っ
たものとなる。

• 対称ゲージ

~A =
1
2
B(−y, x, 0)

9

Πx = −ih̄∂x, Πy = −ih̄∂y +
eB

c
x = h̄(−i∂x +

x

`2B
)

Rx = x−
`2B
h̄

Πy = x− `2B(−i∂y +
x

`2B
) = i`2B∂y

a =
`B√
2h̄

(Πy + iΠx) = `B(−i∂y +
x

`2B
+ ∂x)

(−i∂y +
x

`2B
+ ∂x)ψ = 0

より ψ(x, y) = e−ikyyf(x) として
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とすると10 a|ψ〉 = (Πy + iΠx)|ψ〉 = 0 より (∂z̄ + z
4e`2B

)ψ = 0 から

ψ(z, z̄) = P (z) e
− |z|2

4`2B

となり P (z) の選び方でランダウ縮退が生じる。11

2.3 格子上磁場下の電子系
次に格子間隔を a とした格子上で磁場中の電子系を議論したい。[11, 12, 13, 14, 15, 18] 以下わ
かるようにこのように格子上で議論を行うことにより境界条件、状態の数え上げ等が簡単になる。
また通常の連続空間での議論も適当なスケーリング極限 (a→ 0) の下で再現する [21]。

10
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1

2

y

`2B
= h̄(−i∂x −

1

2

y

`+B2
)

Πy = −ih̄∂x +
1

2

x

`2B
= h̄(−i∂y +

1

2

x

`+B2
)

Πy + iΠx = h̄(−i∂y +
1

2

x

`+B2
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の作用は
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となる。



量子ホール効果–その意義と幾何学的および代数的構造 (物性若手夏の学校 2001年夏初貝 v1.05)10

(m,n) (m+1,n)

(m+1,n+1)(m,n+1)

a

a

θx
m,n+1

θx
m,n

θy
m+1,n

θy
m,n

図 1: リンクに割り当てる位相とプラケットあたりの磁束

まず、第二量子化した表示で次のハミルトニアンを考える。

H = −t
∑
〈ij〉

(
c†ie

iθijcj + h.c.
)

+ V ({nk})

ここで ci は２次元格子上 i サイトの電子の消滅演算子で ({ci, c†j} = δij)、V は電子の粒子数 (演
算子) nk = c†kck により書ける項で乱れのポテンシャル及び、電子間相互作用はこの項に含まれる
が、以下当面のところ相互作用も乱れもない V = 0 の場合を考えよう。θij は j サイトから i サ
イトに電子が飛び移るとき受ける位相の変化でベクトルポテンシャル ~A(~r) と次のように関係する
ものとする。

θij = − e

ch̄

∫ ~rj

~ri

d~r ~A(~r) = −2π
1

Φ0

∫ ~rj

~ri

d~r ~A(~r), Φ0 =
hc

e

なお Φ0 は磁束単位と呼ばれる。これが磁気並進演算子 Tx, Ty を使って以下のように書けること
にまず注意しよう。

H = H0 + V

H0 = −t(Tx + T †
x + Tx + Ty + T †

y )

Tx =
∑
m,n

c†m+1,ne
iθx

m,ncm,n

Ty =
∑
m,n

c†m,n+1e
iθy

m,ncm,n

特に位相を図 1のようにとった場合

θx
m,n =

e

ch̄
aAx(m+

1
2
, n) + o(a)

θy
m,n =

e

ch̄
aAy(m,n+

1
2
) + o(a)

となり ∑
Plaquette P=(m+ 1

2 ,n+ 1
2 )

θ = θx
m,n + θy

m+1,n − θx
m,n+1 − θy

m,n = 2πφP=(m+ 1
2 ,n+ 1

2 )

と定めると a について展開して a について最低次で

φP = − e

2πch̄
a2(∂xAy − ∂yAx) = −Ba

2

Φ0
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となる。これから物理量 φP はプラケット P での xy 2次元平面に垂直な磁束を磁束量子 Φ0を単
位として計ったものと考えよう ( ~B = rot ~A)。
この格子上の系は {ϕi} を任意として次のようなユニタリ変換 ( 局所ゲージ変換) で不変である
ことに注意しよう。

ci → ci
′ = cie

iϕi , {ci′, cj ′
†} = δij

θij → θ′ij = θij + ϕi − ϕj

H({ci, θij}) = H({c′i, θ′ij})

ただし各位相 θij そのものには不定性があるが、φP は確定する。またこれがユニタリ変換である
ことから観測量はすべて不変である。
次にこの格子系の一粒子のシュレディンガー方程式H|E〉 = E|E〉, |E〉 =

∑
m,n ψm,nc

†
m,n|0〉

を考えると (V = 0 の時)

−t(eiθx
m−1,nψm−1,n + e−iθx

m,nψm+1,n + eiθy
m,n−1ψm,n−1 + e−iθy

m,nψm,n+1) = Eψm,n

となりこの波動関数についても

ψm,n = ψ(~r) = ψ(ma, na)

として a について ２次まで展開すると

− 1
2m

(
h̄

i
~∇ +

e

c
~A)2ψ(~r) = εψ(~r)

と連続空間における　磁場中のシュレディンガー方程式が得られる。ただしここで ε = h̄2

2mta2 (E−4t)
である (確認せよ) 。
ここでこの系の一粒子エネルギーを計算してみよう。まず、位相の選び方つまり、ゲージとして
ランダウゲージ

θx
m,n = 0, θy

m,n = 2πφm

をとり、φ として φ = p
q , p, q　は互いに素な整数としよう。さらに境界条件としては Lx × Ly の

系で周期的境界条件をとる。
ここでこのゲージでは x方向に周期は qであることから運動量空間の演算子 c̄1(Kx, ky), · · · , c̄q(Kx, ky)
を次のように導入する。(Lx は q で割り切れるとしよう。)

cm,n = cqm′+m′′,n =
1√
Lx/q

1√
Ly

∑
Kx,ky

eiKxm′+ikync̄m′′(Kx, ky)

m = qm′ +m′′, m′ = 1, · · · , Lx/q, m′′ = 1, · · · , q

Kx = 2π
nx

Lx/q
, nx = 1, · · · , Lx/q

ky = 2π
ny

Ly
, ny = 1, · · · , Ly

ここで c̄i(Kx, ky) は {c̄i(Kx, ky), c̄†j(K
′
x, k

′
y)} = δnx,n′

x
δny,n′

y
等を満たすフェルミ演算子であり、

Kx ∈ [0, 2π], ky ∈ [0, 2π], ∆Kx = 2π
Lx/q , ∆ky = 2π

Ly
である。ここで Kx = qkx とし (∆kx = 2π

Lx
)、

cj(kx, ky) = c̄j(qkx, ky) とすると x 方向のとりうる波数は

kx ∈ [ 0,
2π
q

], ky ∈ [ 0, 2π ]
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であり、ブリルアンゾーンが 1/q になっている。これはゲージを固定する際に実空間の周期が q

倍になったことを反映しており、磁気的ブリルアンゾーンと呼ばれる。なおフェルミ演算子の周期
は N,M を任意の整数として

cj(kx +N
2π
q
, ky +M2π) = cj(kx, ky)

であり、磁気的ブリルアンゾーン上 x, y 各方向に 0と 2π/q、0と 2π を同一視するわけで磁気的
ブリルアンゾーンはトーラス TMBZ と見なせることに注意しよう。
このとき並進演算子は

c(~k) =


c1(~k)

...
cq(~k)


をもちいて

Tx =
∑

kx,ky

c†(~k)


0 e−iqkx

1 0
. . . . . .

1 0

 c(~k)

= LxLy

∫
TMBZ

d2k

(2π)2
c†(~k)


0 e−iqkx

1 0
. . . . . .

1 0

 c(~k)
Ty =

∑
kx,ky

c†(~k)e−ikydiag (ei2πφ, · · · , ei2qπφ)c(~k)

= LxLy

∫
TMBZ

d2k

(2π)2
c†(~k)e−ikydiag (ei2πφ, · · · , ei2qπφ)c(~k)

12 となる。よってハミルトニアンは

H = (−t)LxLy

∫
TMBZ

d2k

(2π)2
c†(~k) H0(~k)c(~k)

H0(~k) =



2 cos(ky − 2πφ) 1 0 · · · e−iqkx

1 2 cos(ky − 4πφ) 1 0 0

0 1 2 cos(ky − 6πφ) 1
...

0
. . . . . .

eiqkx 0 · · · 1 2 cos(ky − 2πqφ)


となる。
以下詳しく議論する前に基本的な事実を確認しておこう。まず、ハミルトニアンがフェルミ演算
子について２次形式であることから、１粒子固有状態はバンドインデックス ` = 1, · · · , q を持つブ

12

X

Kx,ky

=
X

kx,ky

=
1

∆kx∆ky

Z 2π/q

0
dkx

Z 2π

0
dky = LxLy

Z 2π/q

0
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2π
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ロッホ関数 |ψ`(~k)〉 で与えられる。

H|ψ`(~k)〉 = E`(~k)|ψ`(~k)〉

|ψ`(~k)〉 = =
∑

j

c†jψ
`
j |0〉

ψ†(~k)H0(~k)ψ(~k) = diag (E1(~k), · · · , Eq(~k))

ここで各バンドごとの規格化されたブロッホ関数を列ベクトルとしてならべた係数行列 ψ =
(ψ1, · · · ,ψq) はユニタリである。
まず特定のフラックスに対してエネルギーバンドを書いてみよう。図参照。　
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図 2: φ = 1
3 の時のエネルギー分散
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図 3: φ = 2
5 の時のエネルギー分散

さらにこの系のスペクトル Eb(~k) を φ を変えながら図示したものがフラクタル構造として有名
な Hofstadterのバタフライである。(図 4) [11, 12, 13, 14]
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図 4: 格子上磁場中のフェルミ粒子系の一粒子エネルギー: Hofstadter のバタフライ。図中の整数
はフェルミエネルギーがそのエネルギーギャップにある時のホール伝導度 ( e2/h を単位として)で
ある。[16]

このスペクトルの特徴はハミルトニアンの構造からわかるように φ = p
q (p, q 整数) のときエネ

ルギーバンドが q 個に分かれていることにあり、見ての通り至る所に入れ子構造がありフラクタ
ルとなっている。[12] 13

さらに弱磁場の極限を考えると (この弱磁場の極限では磁束当たりのプラケット数が非常に多く
格子の効果が見えなくなり連続体が再現される。) φ = 1

q ( q → ∞, φ → 0 ) のとき非常にバン
13この構造がなぜ生じるかはあとで議論するとしてここではそれをまず認めてさきに進もう。
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ド幅が狭い (以下のスケーリング極限でもそのバンド幅は 0のままでそれがランダウ縮退に対応す
る。) バンドが φ を変えたとき数本の直線として図に現れているのがわかる。その直線は n を自
然数として En = const.+ ∆nφ と書け定数をのぞいて En

φ ∼ ∆n となる。これは、バンド幅が非
常に狭いこととあわせて、弱磁場の極限での等間隔のエネルギーギャップをもつランダウ準位の形
成を示している。ここで更に有限系での状態数を数えてみよう。１辺 L の有限な２次元系を考え
るとサイト数は L2 あり全一粒子状態も当然 L2 個ある。よって q 個のエネルギーバンドの領域は
L2/q 個ずつの状態を含む。つまり弱磁場の極限でランダウ準位の縮退度は L2/q となる。一方プ
ラケット当たりの磁束が 1/q だから系全体を貫く全磁束は Nφ = L2/q となり、ランダウ準位の縮
退度は系を貫く全磁束として与えられることとなる。このランダウ準位当たり (全磁束当たり)の
電子数 Ne、ν = Ne

Nφ
= Ne

L2/q をランダウ準位の占有率と呼び、量子ホール効果で重要な量である。


