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演習問題 2 :角運動量の代数と量子化 (2020) 初貝，吉田 (恒)

問題 1. 基本的な交換子

(1) x の関数 f(x)に対して ∂x(xf(x)) を計算し，それを用いて [x, ∂x]f(x) を計
算せよ。

(2) [x, px] を求めよ。
(3) [x, py] を計算せよ。(理由も述べよ)

(4) [ri, rj] = Aijδij, [pi, pj] = Bijδij, [ri, pj] = Cijδij, として Aij, Bij, Cij, を求
めよ。

(5) 一般の演算子 A,B,C に対して [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, [A,BC] =

B[A,C] + [A,B]Cを示せ．
(6) L = r × p の成分を全て書き出せ。
(7) H0 =

1
2m

p2, p = −iℏ∇ として, [H0, px]と [H0, py] を計算せよ。
(8) [H0, rx]と [H0, ry] を計算せよ。
(9) [H0, xpy − ypx] を計算せよ。
(10) H = 1

2m
p2 + 1

2
mω2r2，L = r × p として, [H,Lx] を計算せよ。

問題 2. 基本的な交換子

(1) L = r × p の成分を全て書き出せ。
(2) [Lx, Ly] を計算せよ。
(3) [Ly, Lz] を計算せよ。
(4) [Lz, Lx] を計算せよ。
(5) [L2, Lz] を計算せよ。
(6) La = ϵabcrbpc を用いて ϵijkLk = ripj − rjpi を示せ。
(7) [Li, Lj] = iℏϵijkLk を示せ。

問題 3. 一般の角運動量 Ji, (i = 1, 2, 3), [Ji, Jj] = iℏϵijkJk について考えよう。

(1) ϵija[Ji, Jj] = 2(J × J)a を示せ。
(2) J × J = iℏJ を示せ。
(3) c数の３次元ベクトル a, bに対して [a · J , b · J ] = iℏ(a× b) · J を示せ。
(4) [J2, Jx] を計算せよ。
(5) [J2, Jy] を計算せよ。
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(6) [J2, Jz] を計算せよ。
(7) J± = Jx ± iJy に対して [J2, J±] を計算せよ。
(8) [Jz, J±] = ±ℏJ± を示せ。
(9) [J+, J−] = 2ℏJz を示せ。
(10) J2

z = 1
2
(J+J− − J−J+) を示せ。

(11) 異なる２つの角運動量 A,B に対してA · B = 1
2
(A+B− + A−B+) + AzBz

を示せ。
(12) J2 = 1

2
(J+J− + J−J+) + J2

z を示せ。
(13) J+J− = J2 − Jz(Jz − ℏ) を示せ [*1]。
(14) J−J+ = J2 − Jz(Jz + ℏ) を示せ [*2]。

問題 4. 角運動量の量子化

(1) ⟨jm|[Jz, J±]|jm′⟩ を計算し, ⟨jm|J±|jm′⟩ = 0, m−m′ ̸= ±1 を示せ。
(2) [*1]を用いて |jm− 1⟩ = C−J−|jm⟩, C− > 0 とし、規格化条件からC−を定
め、⟨jm− 1|J−|jm⟩ = ℏ

√
(j +m)(j −m+ 1) を導け。

(3) [*2]を用いて |jm+ 1⟩ = C+J+|jm⟩, C+ > 0 とし、規格化条件からC+を定
め、⟨jm+ 1|J+|jm⟩ = ℏ

√
(j −m)(j +m+ 1) を導け。

(4) J2 − J2
z の固有値は負にならないことを示せ。

(5) J2と Jz の規格直交化された同時固有状態 |j,m⟩を, J2|jm⟩ = ℏ2j(j+1)|jm⟩,
Jz|jm⟩ = ℏm|jm⟩ ととったとき，−

√
j(j + 1) ≤ m ≤ ℏ

√
j(j + 1) を示せ。

(6) J±|jm⟩ が Jz の固有関数であることを示し、固有値を求めよ。
(7) J+|jm1⟩ = 0 となるm1 を求めよ。
(8) J−|j −m2⟩ = 0 となるm2 を求めよ。
(9) 許される j の値を求めよ。
(10) jごとに許されるm の値とその個数を述べよ。


