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o T 関数 と B 関数 、

T関数 、

P ( Z ) = ffdt で '
(ReZ > 0 )

「 はーい = で はうっとりも P い ) = 1
, P (主) = 元にfnnnln-i.im? 3 - )
-_-

の 関数 の 性質

・ B 関数
、

B は、 4 ) 二 I dt が いてば ( Rex > 0 . Rif > 0 )

= B は 、 ル )

= 2E de s 、でも ども も
異なる表 し 方 が ある !

= Edu
、 、
器は

、_nineteen
の 関数 と B 関数 が 満たす 関係 式

B は 、 y ) =
「 いりさ
rには)

で はけい - Z ) = s.TT 1 0 く てい )



。 球面 調和 関数 の 導出
、

Yee の 決定

し+ [ e.imt flo )に で叫ん で4 [出 、 mfeao ]{ Yem い ) = em 10 ) Iem 10 ) = 読で「
em 1 0)

において 、
M = l

,
f 1 0 ) = le 10 ) と すると

、

Lt Yee = 0 より 出 _ mfcot 0 = 0
.
であるから

、

d ee

dot - date eee = O

この 解 は Qee = Cesid と かける
、

規格化条件 に de sin 01 ee 1 0)に 1 より
、

Side since I ee心に CE ( deが6
] eonet .

= 2CE / dtll.tt ) も く

こ ど fdssu.ge
] た s た

かは) =仏でいげ
こ ぐ B は 、

t.tl ) 4

こ じ the
)がよい な器

Tu- )

こ ど𦥯 ] 「いでり !

(etた) . . . .Mt Mたり これ に )

分母 の

- cijfge た毖望) に び を
かける

。

= ど がた !-
1 2et l )t.ee! ) 2 . 2

= ど 、一 = 1



i. Ce = ト げ楽 で (a = いいだ
. a

'

s o )
.

ゆえに
、
Yee = 1が詩選 で_ t.int 0
.

. Yeo の 決定
、

1 im - k > = が [ 留慧 明 が
_で はMin

を利用 する
. j = m = K → l と する と

。

上式 は 、

Ie 。 > = が [ 」 、巻 主が Elles .

と 表せる
、

reste

Yee = には法楽 で_ ば sift に L を 1回作用

させる が
、

ここで LK [ で咐心] = だが" siが㫖 [志げ[sinof
の 関係 を 思い出し 、 M -k → l

.
f 10に sind O と すると 、

Ll [ int s into] = ポ (高が [sine ] が 得 られる
、

-

よって ere で 表した 2 式 を 用いる こと により
、

Yeo =tTI.ir法築武が鬭を旅」

= パ注 2盛武 (彘Y sine
= 㓇ぼ t (彘)など0が

二 高直 Pekoe )
く
しい

Pele ) = IT (長)などが

二器 Pe (cos 0 )
-



n Yem の 決定 Cm 2 0 )

は mtk> = が [が噐, ..

に し 、等が けが は m>

を利用する . i → e
.
m→ 0

. k → M とすると

はい = が [志」 、

"妻で しか ど
ーー

Yeo = 選り Pe に Lt をm 回作用 させる が
.

ここで GK [ でいない =げばツバも [彘が、浅利
の 関係 を 思い出し 、 M =0

. K = M
.

f = Pe と すると
、

l.がいい けれど" いが0 [岩。が 見
-_-で 表した 2 式 を 用い て

、

Yem = が燕 'ーかしこ選 がで吩が 0 [彘で Pe
= トが t.EE?simmo [点がPele ) どけ
ー

・ Yeni の 決定 しW -_- m.me )

11 m -k> = が [ は幽 は
( う + m ) に は 一 (mm 、

]
後
はF 1 im >

がどれ
> Il -m> = が [ が憙が じど

じ[で中 f M] = が では"が𠺕 [岩ば [sin"Of 10 ) ]
に0.1くエ

> LM [ Deg = が E" sine [岳が Pe



上 の 2 式 を 利用 し て 、

Yew im = が き選
で

題 がど喈が0 [劇に

二 Ghtnfht sine [彘がPeel で'
t

o 球面 調和 関数 の まとめ 、

軌道角運動量 に wx P = Th (G 20 - eosin み )
→ 軌道 角運動量 は球面 上 の 演算 子

、

球面調和関数 は 次 の よう な 性質 を 持つ 。

nwithyLz Yem = hm Yem l Lz = th20 )| いと。
1

また
、

球面 調和 関数 は 次 の よう に 表せる
、

( m 2 0 , m
'
= 一 m )

だい = が 親 と器ないし烑 ばMeet
Yeni ) = 2

器 先器0ET.si が 0 [点が Pele ) では
蛤 こいが Yei

これを まとめ て 書く と
.

Yan = いがが" と蕪器が 0 [嵐がPekoe ) で"

= トが州舉 忠器、1TTpt.at
-

ここで
、
Peに) =

2

'

(一部となりt.pl"に ) = ( 1でド ぼ)をした )



o 全 角 運動量 と ルジャンドル 陪関数 の 性質

IL = 一 ih lag 2 0 - eosin み )

で は𠠇 ・だ鸝 みど だ簁斵
甽 彲 a.ee に劉
また

、
20 G = 0

.
e . 20 to = 0 G . 20 00 = 0

1に = 一 で leo-aositatlleo.to誌み )

= i [ t.es )がtla.pro 一には搩幾
- 1
-

60 ) が斲+24 - tee孌
O

- (e 、 みせ0) がでる。 tlao.to ) が 2「tewso
= で [ u G)が _ t.net) が+20 t ( Gato)が 2行

- cos 0

-_-な [ 2 0 2 +器 aots.la 202 ]

= 一で [ が+20 ( sin 020 ) + sin 202 ]
STTTTTTEIEEN(sin 020 ) = cos020 t sin 0 20

2



1に こ ー な [ が+201 sina.lt siaが

Yem の 性質 より 、
1に Yem = Ellen ) Yem

また 、 km = は癶 どん 6 Qem 1 0 ) であるから 、

T.si#tlsin0長 ) t 器。 ] Qan = ewtl ) Qem

長 = - sine
,
売。

より 、 [-長。 が0
。☆ ) +器。 ] Qem = llet ) Qem

ここで
、
Aem ( 0) =

2學 9選 PR ( cos 0 ) より
.
た cos 0 と して 、

[ -売 ( いで)を ) t いな
ん
] PA に) = eun ) Pd に) 、

以上 より 、 ルジャンドル の 倍関数 1で は
、 次 の 微分方程式 を 満たす 、

長 にい た 1でいい] t [Men ) - パー] 心に) = 0
-

これを ルジャンドル の 陪微分 方程式 と 呼び 、 特に M = 0 と して
、

長 [ (いり出てい) ] t lletI ) Peに ) = 0
.

球面調和関数 Yem と Yim の 直交性 から 、

2墊 した 、器 に dose) Moose ) 心 (cos0 ) =

dell
とN を 区別 しているが 、 一般論 より l北 の とき以外 これ は0 になる 、

特に M = 0 の とき
、

2きた dose Pekoe) Pilosa ) = ae



o ルジャンドル多項式 の 母関数展開 と 多重極展開

多重極展開
、

'
_ =

がいい事

rie= が 、 - 21号)aso +1た「

二 点。

「とば Peko )
これを 導く

、

ロドリゲス の 公式 i Pe に ) = il長 )も いいe

ここで
、

1ブルサ の 定理を導入
、

コーシー の 積分 定理 より
、 ある 関数 fに ) が 複素 平面上 正則 な

領域内 Z を 正 の 向き に 囲む 閉曲線 CI に対して
、

fに ) こ ごー た d} §学
。

これを h 日微分 し て
、

MZ ) = tfadを 叴寄ぼ これが グルカ の定理 、

-

ロドリゲス の 公式 に 「ブルサ の 定理 を 用いると
バルサの定理

①
Pe に) ニ で一 紙には =造詣 だ 岵 昌泰が

一巡 し。 B [ が "話からも
.



Pat) = 武 Sad} [ い礐がらー
ここで も 二

2

に "旭 として 3 → ら の 変換 を 考える

( 15- 1 ) = 2 13 - t ) ら 5-23+2た ー ら =0

3=11 さ にして いなさい )に

ここ で E = ( 1 ± R )/ C .

R = 1 -2てい で1TE.ccすると 、

C → 0 の 時
、 R → 1 - t て たら

、
3 →

に した幽

なので
、 3 =

'
の 分 枝 を とれ ば

.

d → 0 の とき 、 3 → t - さら

また
、

3 =

'
の とき

、

B = ないか -2エ n

=

- 12 +は 十 七 ら ー で
.net?2R d ら

=

2歳 dT =
3点 d ら

i.泰 = 岩



器 = 岩
、

Perc ) = i lad31が 「

_

よって
、

Pen ) = IT Sad ' NT

i 点が 1 た 。

油志選に
。

これは
、 良 を C = 0 の 周り で テイラー 展開 したもの を 表す と 見れば、

中の展開は 、
古 =

、幾 二 点 にいい で

これを ルジャンドル多項式 の 母関数展開 と呼ぶ 、

これを 用いて 、

w.で一 二
は いい

ie
=

に 2間に 50心が.NET

二 点t Pe ( cos0 ) t.co 50
.

C = 器

ここで
、

lr と 心 が なす 角 の 大き さ が 0 で あり 、

いい と 1は 1 の 大きい 方 が n
、
小さい 方 が ne

.


