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6

第 I部

散乱理論

1 一次元の散乱理論
このセクションでは次の図のようなポテンシャルが存在する系に左から入射す

る粒子がある場合の１次元系における散乱現象を例として取り上げ散乱理論の基
本を議論する。

i�
∂

∂t
Ψ(x, t) = HΨ(x, t)

H = − �
2

2m

d2

dx2
+ V (x)

V (x) =

{
V0 x ∈ [−a, a]

0 otherwise

A B C
V 0

-a a

ここでは波動関数の時間依存性が分離できることを仮定して (定常状態)

Ψ(x, t) = e−iωtΨ(x)

HΨ(x) = EΨ(x), E = �ω

のようにおく。

1.1 転送行列の方法

1.1.1 転送行列と散乱状態、束縛状態

まず次のように考えてみよう。系を A: (−∞,−a), B: [−a, a], C: (a,∞) と 3つ
の領域に分ける。各領域 (r =A, B, C) での解はポテンシャルが定数だからある波

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai
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数 kr を用いて

Ψr(x) = ξ+eikrx + ξ−e−ikrx,
�

2k2
r

2m
= E − Vr

と書ける。ここで一般に x = ξ での波動関数の接続条件は前後の波動関数をΨ1、
Ψ2 として Ψ1(ξ) = Ψ2(ξ) およびΨ′

1(ξ) = Ψ′
2(ξ) であり、それを書き下すと

ξ+
1 eik1ξ + ξ−1 e−ik1ξ = ξ+

2 eik2ξ + ξ−2 e−ik2ξ

k1(ξ
+
1 eik1ξ − ξ−1 e−ik1ξ) = k2(ξ

+
2 eik2ξ − ξ−2 e−ik2ξ)

となる。行列表示では、

M ξ(k1)

(
ξ+
1

ξ−1

)
= M ξ(k2)

(
ξ+
2

ξ−2

)

M ξ(k) =

(
eikξ e−ikξ

keikξ −ke−ikξ

)
, M−1

ξ (k) =

(
1
2
e−ikξ 1

2k
e−ikξ

1
2
eikξ − 1

2k
eikξ

)
と書け、書き直すと(

ξ+
1

ξ−1

)
= T ξ(k1, k2)

(
ξ+
2

ξ−2

)
T ξ(k1, k2) = M−1

ξ (k1)M ξ(k2)

となる。特に、今の問題の場合これを繰り返し使って(
ξ+
A

ξ−A

)
= T

(
ξ+
C

ξ−C

)
, T = T −a(kout, kin)T a(kin, kout)

ここで
�

2k2
out

2m
= E,

�
2k2

in

2m
+ V0 = E

である。より複雑な散乱体における散乱も同様に扱える。
ここで境界条件として以下の２種類を考えよう。

• 境界条件 I: Ψ(x) ∼ eikx, x → ∞
これは時間に依存する波動関数の x → +∞ での漸近形が ei(kx−ωt) となるこ
とから分かるように x → +∞ では、x方向の正の向きに進行する波動 (散乱
波のみ) であることを要求することに対応する。この状態は散乱状態と呼ば
れ、具体的には ξ−C = 0, (ξ+

C = 1) を条件として要求する。エネルギーが E

は正であれば (E > 0) 必ずこの散乱状態は存在し、反射係数R 透過係数 T
は (

ξ+
A

ξ−A

)
= T

(
1

0

)
=

(
T11

T21

)

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai
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より定まる ξ+
A , ξ−A を用いて、

R =
ξ−A
ξ+
A

=
T21

T11

T =
1

ξ+
A

=
1

T11

と定まる。(反射率は |R|2、透過率は |T |2 )

なお透過係数, 反射係数の間には、

|T |2 + |R|2 = 1

の関係がある。これは以下に述べるように微分方程式のロンスキー行列式を
考察することで一般的に示せる。

ポテンシャル V が実である場合Ψ(x) が解であればその複素共役 Ψ∗(x)も解
である。またシュレディンガー方程式は１次の微分を含まないのでそのロン
スキー行列式 W (x) = W (Ψ(x), Ψ∗(x)) は x に依存しない。1 また漸近的に

ψ(x) =

{
eikx + Re−ikx x ≈ −∞
T eikx x ≈ ∞

ととれるのでロンスキー行列式を評価してW (−∞) = W (∞) より |T |2 +

|R|2 = 1 が従う。

別な言い方をすれば x 方向のカレント Jx を次のように定義し

Jx =
�

2mi
W (ψ∗, ψ)

=
�

2mi

(
ψ∗dψ

dx
− dψ∗

dx
ψ

)
1f(x) についての微分方程式

f ′′ + p(x)f ′ + q(x)f = 0

の２つの解 f1, f2 についてロンスキー行列式を

W (x) = W (f1, f2) = det
(

f1 f2

f ′
1 f ′

2

)
とすると

W ′ = det
(

f1 f2

f ′′
1 f ′′

2

)
= det

(
f1 f2

−pf ′
1 − qf1 −pf ′

2 − qf2

)
= −pW

より
W (x) = W (y)e−

R
x
y

dtp(t)

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai
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その保存則として以下のように表現することもできる。

dJx

dx
= 0.

2

• 境界条件 II:
∫∞
−∞ |Ψ(x)|dx < +∞ この条件を満たすためには、まず波数が

純虚数であること、つまりエネルギーが E は負であること (E < 0) が必要
であり、

kout = iκ, κ =

√
2m|E|
�

更にこのように kout を定義したとき波動関数が指数関数的に発散しないた
めには、ξ+

A = 0 ならびに、 ξ−C = 0 が必要である。具体的には、(
0

1

)
= T

(
ξ+
C

0

)

と書いてこの第 1式
T11 = 0

が波数 k に関する制限を与える。この状態を散乱状態に対して 束縛状態 と
呼ぶ。

ここで散乱状態を議論した際の透過係数 T 、反射係数Rの定義を振り返ると
束縛状態のエネルギー並びに波数は透過係数、反射係数の複素 k 平面上の上半面での極
として定まることがわかる。

2まず x ≈ −∞ においては

W (−∞) = det
(

eikx + Re−ikx e−ikx + R∗eikx

ikeikx − ikRe−ikx −ike−ikx + ikR∗eikx

)
= det

(
eikx + Re−ikx e−ikx + R∗eikx

2ikeikx 2ikR∗eikx

)
= det

(
eikx + Re−ikx (1 − |R|2)e−ikx

2ikeikx 0

)
= 2ik(|R|2 − 1)

また x ≈ ∞ においては

W (∞) = det
(

T eikx T ∗e−ikx

ikT eikx −ikT ∗e−ikx

)
= det

(
T eikx T ∗e−ikx

0 −2ikT ∗e−ikx

)
= −2ik|T |2

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai
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転送行列による 1次元箱型ポテンシャルでの散乱問題

簡単な箱型ポテンシャル中での散乱問題の具体的な計算をここで示そう。まず
一つの境界での転送行列は3

T ξ(k1, k2) =
1

2k1

(
(k1 + k2)e

−i(k1−k2)ξ (k1 − k2)e
−i(k1+k2)ξ

(k1 − k2)e
i(k1+k2)ξ (k1 + k2)e

i(k1−k2)ξ

)

T = T−a(ko, ki)T a(ki, ko)

=
1

4kiko

(
(ko + ki)e

i(ko−ki)a (ko − ki)e
i(ko+ki)a

(ko − ki)e
−i(ko+ki)a (ko + ki)e

−i(ko−ki)a

)

×
(

(ki + ko)e
−i(ki−ko)a (ki − ko)e

−i(ki+ko)a

(ki − ko)e
i(ki+ko)a (ki + ko)e

i(ki−ko)a

)

T11 =
ei2koa

4kiko

[
(ki + ko)

2e−2ikia − (ki − ko)
2e2ikia

]
T21 = − 1

4kiko

(k2
i − k2

o)(e
−2ikia − e2ikia)

T12 =
1

4kiko

(k2
i − k2

o)(e
−2ikia − e2ikia)

T22 =
e−i2koa

4kiko

[
(ki + ko)

2e2ikia − (ki − ko)
2e−2ikia

]
よって例えば

• 完全透過
T21 = 0

すなわち

sin 2kia = sin
2a
√

2m(E − V0)

�
= 0

の時反射無し R = 0 よって |T | = 1 と完全透過となる。

3

T ξ(k1, k2) = M−1
ξ (k1)M ξ(k2)

=
1
2

(
e−ik1ξ 1

k1
e−ik1ξ

eik1ξ − 1
k1

eik1ξ

)(
eik2ξ e−ik2ξ

k2e
ik2ξ −k2e

−ik2ξ

)
=

1
2k1

(
k1e

−ik1ξ e−ik1ξ

k1e
ik1ξ −eik1ξ

)(
eik2ξ e−ik2ξ

k2e
ik2ξ −k2e

−ik2ξ

)
=

1
2k1

(
(k1 + k2)e−i(k1−k2)ξ (k1 − k2)e−i(k1+k2)ξ

(k1 − k2)ei(k1+k2)ξ (k1 + k2)ei(k1−k2)ξ

)
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• 束縛状態
E ≤ 0 の時、すなわち ko = iκ (κ ：実として ( �2k2

o

2m
= E )

T11 = 0

の解を探すと (
ki + iκ

ki − iκ

)2

= ei4kia

のとき束縛状態が存在する。

• トンネル現象

E < V0

のとき古典的には粒子は障壁を越えられないが

ki = iκi

κi =

√
2m(V0 − E)

�

として透過率を計算すれば一般に |T | > 0 これは量子効果で障壁を越えたこ
とを意味し、これをトンネル効果という。

ポテンシャルに比べて入射粒子のエネルギーが十分小さいとき (|ko| << |ki| =

κ ) 4

|T |2 ≈ 16k2
o

κ2

(
1

1 − e−4κa

)2

e−4κa

とポテンシャルの壁のあつさに関して著しく早く透過率が減少する。

• デルタ関数型ポテンシャル

V (x) = gδ(x)

4

|T11| =
κ

4ko

[(
1 +

ko

iκ

)2

e2κa −
(

1 − ko

iκ

)2

e−2κa

]
=

κ

4ko
(e2κa − e−2κa)

|T |2 =
1

|T11|2
=

16k2
o

κ2

1
(1 − e−4κa)2

e−4κa
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の場合5

V02a → g, (|V0| → ∞, a → 0)

の極限を考えればよく、6 (2m
�2 g ≡ g̃)

T11 = 1 + i
g̃

2ko
, T21 = −i

g̃

2ko
,

T22 = 1 − i
g̃

2ko
, T12 = i

g̃

2ko

よって

|T |2 =
1

1 +
(

g̃
2ko

)2 , |R|2 =

(
g̃

2ko

)2
1 +
(

g̃
2ko

)2
1.1.2 転送行列と散乱行列

i

i'

o

r

図のような配置で自由空間からある領域に入射、反射する波動関数があるとしよ
う。このとき左側の波動関数を ψie

ikx +ψre
−ikx 右側の波動関数を ψoe

ikx +ψi′e
−ikx

とすると確率の保存から7

|ψi|2 − |ψr|2 =|ψo|2 − |ψi′ |2

5

V02a → g, (|V0| → ∞, a → 0)

−k2
i 2a → 2m

�2
g ≡ g̃ (−�k2

i

2m
→ V0)

|ki| → ∞, a → 0, (|ki|a → 0)

6

T11 =
1

4kiko

(
(ki + ko)2 − (ki − ko)2ei4kia

)
≈ 1

4kiko

(
4kiko − (ki − 0)2i4kia

)
= 1 − i

k2
i a

ko
= 1 + i

g̃

2ko

T21 = − 1
4kiko

(k2
i − 0)(−i4kia)

= i
k2

i a

ko
= −i

g̃

2ko

7ロンスキー行列式を計算する。
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が導ける。ここで 1次元の散乱行列 S を次のように定義して(
ψr

ψo

)
=S

(
ψi

ψi′

)

すればS はユニタリ行列となる。8

SS† =S†S = I

更に転送行列 T を次のように定義して(
ψo

ψi′

)
=T

(
ψi

ψr

)
T †JT =J

J =

(
1 0

0 −1

)

が成立する。9

より詳しくは、散乱行列 S を

S =

(
r t′

t r′

)

としたとき (マルチチャンネルの場合をふくめて)

T =

(
t†−1

r′t′−1

−t′−1r t′−1

)

8保存則は

|ψr|2 + |ψo|2 =(ψ∗
r , ψ∗

o)
(

ψr

ψo

)
= (ψ∗

i , ψ∗
i′)S

†S
(

ψi

ψi′

)
= (ψ∗

i , ψ∗
i′)
(

ψi

ψi′

)
これが任意の ψi, ψi′ で成立するから S†S = I.

9保存則は

|ψo|2 − |ψi′ |2 =(ψ∗
o , ψ∗

i′)J
(

ψo

ψi′

)
= (ψ∗

i , ψ∗
r )T †JT

(
ψi

ψr

)
= (ψ∗

i , ψ∗
r )J

(
ψi

ψr

)
より

T †JT =J
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と書ける。10 ここで

T−1 =JT †J

(T T †)−1 =(T −1)†T −1 = JTT †J

より TT † と (TT †)−1 との固有値非負でその組は等しいからそれらの固有値はす
べて

e±2xn, xn ≥ 0

10ユニタリティーは

S†S =
(

r† t†

t′† r′†

)(
r t′

t r′

)
=
(

r†r + t†t r†t′ + t†r′

t′†r + r′†t t′†t′ + r′†r′

)
=
(

1 0
0 1

)
(*1)

SS† =
(

r t′

t r′

)(
r† t†

t′† r′†

)
=

(
rr† + t′t′† rt† + t′r′†

tr† + r′t′† tt† + r′r′†

)
=
(

1 0
0 1

)
(*2)

この関係式のもとで S 行列の定義より

ψr =rψi + t′ψi′

ψo =tψi + r′ψi′

ここで ψi′ = 0 を境界条件としてもし要求すれば t が透過率、 r が反射率を表すことは見て取れ
る。これを ψo, ψi′ について解いて転送行列を求めよう。まず第一式より

ψi′ = − t′−1
rψi + t′−1

ψr

第 2式へいれて

ψo =tψi − r′t′−1
rψi + r′t′−1

ψr = (t − r′t′−1
r)ψi + r′t′−1

ψr

ここでユニタリティーより

1 =tt† + r′r′† = tt† + r′(t′−1
t′)r′† = tt† + r′t′−1(−rt†)

=(t − r′t′−1
r)t†

これから

ψo = = t†
−1

ψi + r′t′−1
ψr

(
ψo

ψi′

)
=

(
t†−1

r′t′−1

−t′−1
r t′−1

)(
ψi

ψr

)

T =

(
t†−1

r′t′−1

−t′−1
r t′−1

)
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とかけ、また少し計算すれば11

(
T T † + (TT †)−1 + 2I

)−1

=
1

4

(
tt†

t′†t′

)

となるから 1
cosh xn

が t†t′ および t′†t′ の固有値の絶対値をあたえることとなる。12

11

TT † =

(
t†−1

r′t′−1

−t′−1
r t′−1

)(
t−1 −r†t′†

−1

t′†
−1

r′† t′†
−1

)

=

(
t†−1

t−1 + r′t′−1t′†
−1

r′† −t†−1
r†t′†

−1
+ r′t′−1t′†

−1

−t′−1rt−1 + t′−1t′†
−1

r′† t′−1rr†t′†
−1

+ t′−1t′†
−1

)
T−1 =JT †J

(T T †)−1 =(T−1)†T−1 = JTT †J

TT † + (T T †)−1 =2

(
t†−1

t−1 + r′t′−1
t′†

−1
r′†

t′−1
rr†t′†

−1
+ t′−1

t′†
−1

)

=2

(
(tt†)−1 + r′(t′†t′)−1r′†

t′−1
rr†t′†

−1
+ (t′†t′)−1

)

=2

(
(tt†)−1 + r′(1 − r′†r′)−1r′†

t′−1
rr†t′†

−1
+ (t′†t′)−1

)

=2

(
(tt†)−1 + (r′†

−1
r′−1 − 1)−1

t′−1rr†t′†
−1

+ (t′†t′)−1

)

TT † + (T T †)−1 + 2I =2

(
(tt†)−1 + r′†

−1
r′−1(r′†

−1
r′−1 − 1)−1

t′−1(t′t′† + rr†)t′†
−1

+ (t′†t′)−1

)

=2

(
(tt†)−1 + (1 − r′r′†)−1

2(t′†t′)−1

)
= 4
(

(tt†)−1

(t′†t′)−1

)
よって (

TT † + (T T †)−1 + 2I

)−1

=
1
4

(
tt†

t′†t′

)
12

diag(2 + e2xn + e−2xn)−1 =diag((exn + e−xn)−1)2 = diag
1

4 coshxn
≡ 1

4

(
tt†

t′†t′

)
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1.2 グリーン関数と散乱の積分方程式

ここでは、シュレディンガー方程式を次のように書いてみる。

(E − H0(x))Ψ(x) = V (x)Ψ(x)

H0(x) = − �
2

2m

d2

dx2

ここで δ(x) をディラックのデルタ関数として次のグリーン関数 G0(ξ) が求まった
とすると

(E − H0(ξ))G0(ξ) = δ(ξ)

斉次解 φ(x)

(E − H0(x))Φ(x) = 0

をもちいて

Ψ(x) = Φ(x) +

∫ ∞

−∞
dyG0(x − y)V (y)Ψ(y) (LS)

と書ける。13以下空間座標 x 依存性のかわりにエネルギー依存性をあらわに書い
て、この計算を次のように形式的にかいてみよう。

(E − H0)Ψ = V Ψ,

(E − H0)G0(z) = 1

G0(E) =
1

E − H0

(E − H0)Φ = 0

Ψ = Φ +
1

E − H0

V Ψ

= Φ + G0V Ψ (LS)

13これはシュレディンガー方程式に代入することですぐ確認できる。
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この最後の式をリップマン-シュインガーの式という。14 15 16

更に LS の式を変形すれば

Ψ = (1 − G0V )−1Φ = (1 + GV )Φ

G =
1

E − H

= G0 + G0V G = G0 + G0(V G0) + G0(V G0)
2 + · · ·

14ここで演算子 (z − H0) の逆数は H0 のエネルギー ε の固有状態 |ε〉 をもちいて以下のように
定義されていると考える。

G0(z) =
∑

ε

1
z − ε

|ε〉〈ε|

一般には z = E の実のエネルギーに対しては G0(z) はここから見てとれる特異性のため定義され
ないので一般の複素エネルギー z に対して計算し最後に z → E ± iδ の極限をとる必要がある。こ
の節では常にこの注意が必要である。(以下の具体的計算を確認の事)

15形式解と座標表示との間の関係は次のように考える．

(z − H0)G0 =1
〈x|(z − H0)G0|x′〉 =〈x|x′〉∫

dx′′
∫

dpdp′ 〈x|p〉〈p|(z − H0)|p′〉〈p′|x′′〉〈x′′|G0|x′〉 =〈x|x′〉

ここで 〈x|x′〉 = δ(x − x′) は次のように x̂ 演算子の固有値 x′ の固有関数であり x̂|x〉 = x|x〉 とみ
なせる。

x̂〈x|x′〉 =
∫

dx′′ x〈x|x′′〉〈x′′|x′〉 =
∫

dx′′ xδ(x − x′′)δ(x′′ − x′) = x′δ(x − x′) = x′〈x|x′〉

また 〈x|p〉 = 1√
2π�

eipx/� は p̂ = −i�∂x 演算子の固有値 p の固有関数であり p̂|p〉 = p|p〉 とみなせ
る。なお完全性と規格直交性は次のとおりである。∫

dx′′ 〈x|x′′〉〈x′|x′′〉∗ =
∫

dx′′ δ(x − x′′)δ(x′ − x′′) = δ(x′ − x′) 完全性∫
dx 〈x|x′〉∗〈x|x′′〉 =

∫
dx δ(x − x′)δ(x − x′′) = δ(x′ − x′′) 規格直交性∫

dp 〈x|p〉〈x′|p〉∗ =
1

2π�

∫
dp eip(x−x′)/h =

1
�
δ((x − x′)/h) = δ(x − x′) 完全性∫

dx 〈x|p〉∗〈x|p′〉 =
1

2π�

∫
dx e−i(p−p′)x)/� = δ(p − p′) 規格直交性

よって 〈x|G0|x′〉 = G0(x, x′) として

〈p|(z − H0)|p′〉 =〈p|(z − p̂2

2m
)|p′〉 = δ(p − p′)〉(z − p2

2m
)∫

dx′′
∫

dpdp′ 〈x|p〉〈p|(z − H0)|p′〉〈p′|x′′G0(x′′, x′) =
1

2π�

∫
dx′′

∫
dp eip(x−x′′

(z − p2

2m
)G0(x′′, x′)

=
(

z +
1

2m

d2

dx2

)∫
dx′′ δ(x − x′′)G0(x′′, x′) =

(
z +

1
2m

d2

dx2

)
G0(x, x′)

なお並進対称性より G0(x, x′) = G0(x − x′)
16平面波の種々の規格化についてまとめてみよう．

• まず一辺 L 体積 V = L3 の箱の中で周期的境界条件を課せば
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となる。17 ここで具体的な１次元のグリーン関数 G0 をフーリエ解析の方法で求

kn = 2π
L (nx, ny, nz), ni = 0,±1,±2, · · · として

〈r|n〉 =ψn(r) =
1√
V

eikn·r

〈n|n′〉 =
∫

V

dr ψ∗
n(r)ψn′(r) = δnn′ :規格化∑

n

〈r|n〉〈n|r′〉 =
∑

n

ψn(r)ψ∗
n(r′) =

1
V

∑
n

e−i(kn−kn′)·r

=
1

(2π)3
(2π

L

)3∑
n

e−i(kn−kn′ )·r =
1

(2π)3

∫
dk e−i(kn−kn′)·r

=δ(r − r′) = 〈r|r′〉∑
n

|n〉〈n| =1 :完全性

• 波数表示で連続極限をとって

〈r|k〉 =ψk(r) =
1√

(2π)3
eik·r

つまり |k〉 =

√
V

(2π)3
|n〉

〈k|k′〉 =
1

(2π)3

∫
dr ψ∗

k(r)ψk′(r) = δ(k − k′) :規格化∫
dk 〈r|k〉〈k|r′〉 =

∫
dk ψk(r)ψ∗

k(r′) =
1

(2π)3
∑

n

e−ik·(r−r′)

=δ(r − r′) = 〈r|r′〉∫
dk |k〉〈k| =1 :完全性

• 運動量表示では

〈r|p〉 =ψp(r) =
1√

(2π�)3
eip·r/�

つまり |p〉 =
1√
�3

|k〉 =

√
V

(2π�)3
|n〉

〈p|p′〉 =
1

(2π�)3

∫
dr ψ∗

p(r)ψp′(r) = δ(p − p′) :規格化∫
dp 〈r|p〉〈p|r′〉 =

∫
dp ψp(r)ψ∗

p(r′) =
1

(2π�)3
∑

n

e−ip·(r−r′)/�

=δ(r − r′) = 〈r|r′〉∫
dp |p〉〈p| =1 :完全性

17ここで以下の関係式を用いた。

A−1(B − A)B−1 = (A−1B − 1)B−1 = A−1 − B−1

= −B−1(A − B)A−1 = B−1(B − A)A−1
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これに A = E − H0、B = E − H0 − V、を代入すると

−G0V G = G0 − G = −GV G0

よって (1 − G0V )G = G0 つまり

(1 − G0V )−1 = GG−1
0 = (G0 + GV G0)G−1

0 = 1 + GV

また有用な関係式として

G = G0 + G0V G = G0 + G0(V G0) + G0(V G0)2 + · · ·

が得られる。
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めると18 19 20

18空間座標をあらわにかいて、

G0(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dkeikxĜ0(k)

とすると δ(x) = 1
2π

∫
dkeikx と書けるので

E =
�

2K2

2m

として (E − H0)G0(x) = δ(x) より Ĝ0(k) = 1√
2π

(
2m
�2

)
1

K2−k2 よって

G0(x) =
1
2π

(
2m

�2

)∫ ∞

−∞
dk

1
K2 − k2

eikx

以下 E の正負で場合を分けて考えよう。
19まず E ≥ 0 の場合、この積分は実軸上の特異性のため不確定である。そこでエネルギー E を
複素エネルギーに拡張することを考え E → E ± i0 とする。これはK → K ± i0 とすることに対
応し、それに対応して

G±
0 (x) =

1
2π

(
2m

�2

)∫ ∞

−∞
dk

1
2K

(
1

k + K ± i0
− 1

k − K ∓ i0

)
eikx

=
(

2m

�2

)
i

1
2K

×
{

∓e±iKx (x > 0)
∓e∓iKx (x < 0)

=
(

2m

�2

) ∓i

2K
e±iK|x|

ここで積分は図のような経路 C0 + C+ もしくは C0 + C− にそう複素積分を用いて評価し、以下
のジョルダンの補題を用いる。

C+

C0-R R

C

C0

-R R

|f(z)| が上 (下)半面において |z| → ∞ のとき一様に 0 となるとき∫
C±

dzf(z)e±iaz → 0, (R → ∞, a > 0)

20次に E < 0 の場合

K = iκ = i

√
2m|E|
�

, κ > 0

ととれば積分をそのまま評価でき、明らかにK → K + i0 (E → E + i0) とした場合を採用すれば
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G0(E) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(
2m

�2

) ∓i

2K
e±iK|x|, K → K ± i0 =

√
2mE
�

± i0, E → E ± i0, E > 0

(
2m

�2

)−1

2κ
e−κ|x|, κ =

√
2m|E|
�

, E < 0

となる。21 エネルギー E > 0 の場合このグリーン関数および斉次解として +x 方
向の進行波 Φ(x) = 1√

2π
eikx ををとりリップマン-シュインガーの式に代入すると

Ψ±(x) =
1√
2π

eikx +

(
2m

�2

)
(∓i)

2k

∫ ∞

−∞
dyV (y)e±ik|x−y|Ψ±(y)

以後前節 I の境界条件を満たす解を考えるとそれはΨ+(x) であることがわかる。
この Ψ+(x) に関して x << −a においては、

Ψ+(x) ≈ 1√
2π

(
eikx + e−ikxf(k,−∞)

)
f(k,−∞) =

(
2m

�2

)−i
√

2π

2k

∫ ∞

−∞
dyV (y)eikyΨ+(y)

a << x においては、

Ψ+(x) ≈ 1√
2π

(
eikx(1 + f(k,∞)

)
f(k,∞) =

(
2m

�2

)−i
√

2π

2k

∫ ∞

−∞
dyV (y)e−ikyΨ+(y)

となる。これから反射係数 (R)、透過係数 (T ) が

R = f(k,−∞), T = 1 + f(k,∞)

と定まる。より具体的な表式を求めるには、Ψ+ の具体的な形が必要であるが、右
辺で Ψ+(x) ≈ Φ(x) とする近似をボルン近似という。

良く

G+
0 (x) =

(
2m

�2

) −i

2K
eiK|x|

=
(

2m

�2

)−1
2κ

e−κ|x|

となる。
21なおこの解は斉次解 e±ikx の線形結合の分だけ不定であることに注意しよう。この不定性は以
下考える斉次解をどうとるかに吸収される。
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積分方程式による 1次元デルタ関数型ポテンシャルでの散乱問題

デルタ関数型ポテンシャル中 V (x) = gδ(x) での散乱問題の具体的な計算をここ
で示そう。以下の散乱の積分方程式より

Ψ(x) =
1√
2π

eikx +

(
2m

�2

)
(−i)

2k

∫ ∞

−∞
dyV (y)eik|x−y|Ψ(y)

Ψ(x) =

{
1√
2π

eikx − ig̃ 1
2k

e−ikxΨ(0), x < 0
1√
2π

eikx − ig̃ 1
2k

eikxΨ(0), x > 0

x = 0 として

Ψ(0) =
1√
2π

1

1 + ig̃ 1
2k

よって

T = 1 − i

2k
g̃

1

1 + ig̃
1

2k

=
1

1 +
ig̃

2k

, R = −
ig̃

2k

1 +
ig̃

2k

1.3 １次元におけるレビンソンの定理

ここでは束縛状態の個数と散乱状態とを結びつける Levinson の定理について述
べよう。そのためシュレディンガー方程式

− �
2

2m

d2f±∞
dx2

+ V (x)f±∞ = Ef±∞ =
�

2k2

2m
f±∞

に対する次の新しい境界条件とその解を考えよう。

• f∞(k, x) → eikx, x → ∞

• f−∞(k, x) → e−ikx, x → −∞

これらの解に対する積分方程式を求めるため、グリーン関数として次のものを
とろう。

G∞ = G1 = −2m

�2
θ(x′ − x)

sin k(x − x′)
k

G−∞ = G2 =
2m

�2
θ(x − x′)

sin k(x − x′)
k
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22 23

22グリーン関数を前とは異なる方法で求めてみよう。一般に y = y(x) に関する２階の微分方程
式のグリーン関数を考える。

G′′(x, x′) + p(x)G′(x, x′) + q(x)G(x, x′) = δ(x − x′), ’ は x 微分

ただし独立な斉次解 y+(x), y−(x) は求まっているとする。

y′′
i + p(x)y′

i + q(x)yi = 0, i = +,−

そこで定数変化法により、
G = C+y+ + C−y−

とすると、
G′ = (C′

+y+ + C′
−y−) + (C+y′

+ + C−y′
−)

ここで
(C′

+y+ + C′
−y−) = 0

を要求して
G′′ = (C+y′

+ + C−y′
−)′ = (C′

+y′
+ + C′

−y′
−) + (C+y′′

+ + C−y′′
−)

よって

G′′ + pG′ + qG = C+(y′′
+ + py′

+ + qy+) + C−(y′′
− + py′

− + qy−)
+C′

+y′
+ + C′

−y′
− = C′

+y′
+ + C′

−y′
− = δ(x − x′)

これより(
y+ y−
y′
+ y′

−

)(
C′

+

C′
−

)
=

(
0

δ(x − x′)

)
(

C′
+

C′−

)
=

1
W

(
y′
− −y−

−y′
+ y+

)(
0

δ(x − x′)

)
=

1
W

(
−y−δ(x − x′)
y+δ(x − x′)

)
W = W (y+, y−)

ゆえに

G(x, x′) =
∫ x

b−
dt
−y+(x)y−(t)

W (t)
δ(t − x′) +

∫ x

b+

dt
y−(x)y+(t)

W (t)
δ(t − x′)

ここで b+, b− は積分定数で異なる境界条件を与える。
23以下いくつかの場合を考えよう。

• b− = b+ = x′ − 0 とすると

G2(x, x′) = θ(x − x′)
−y+(x)y−(x′) + y−(x)y+(x′)

W (x′)

• b− = b+ = x′ + 0 とすると

G1(x, x′) = θ(x′ − x)
y+(x)y−(x′) − y−(x)y+(x′)

W (x′)

• b− = ∞, b+ = −∞ とすると
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これらに対して各々斉次解をくわえて次の積分方程式が得られる。

f∞(k, x) = e+ikx − 2m

�2

1

k

∫ ∞

x

dx′ sin k(x − x′)V (x′)f∞(k, x′)

f−∞(k, x) = e−ikx +
2m

�2

1

k

∫ x

−∞
dx′ sin k(x − x′)V (x′)f−∞(k, x′)

各々境界条件をみたすことはすぐに見て取れる。
ここでこれらの関数 f±∞(k, x) を複素数 k の関数と見たときの解析性を調べて

おこう。まずこの積分方程式から複素数 k について

Im k > 0

であれば f±∞(k, x) を逐次近似したときの積分が各項で収束することもわかるで
あろう。実はこのときこの級数自体も収束し f±∞(k, x) は複素 k 平面上、上半平
面で k について正則な関数となる。
この f∞(k, x) と　 f∞(−k, x) および f−∞(k, x) と　 f−∞(−k, x) およびはその

ロンスキー行列式を x → ∞ で評価して

W (f∞(k, x), f∞(−k, x)) = −2ik

W (f−∞(k, x), f−∞(−k, x)) = 2ik

G(x, x′) =
∫ ∞

x

dt
y+(x)y−(t)

W (t)
δ(t − x′) +

∫ x

−∞
dt

by−(x)y+(t)
W (t)

δ(t − x′)

=
y+(ξ<)y−(ξ>)

W (x′)
ξ> = max(x, x′), ξ< = min(x, x′)

特に

(E − H0)G0 =
�

2

2m

(
k2 +

d2

dx2

)
G′′

0 = δ(x − x′)

E =
�

2k2

2m

に対しては y±(x) = ei±x としてW (y+, y−) = det
(

eikx e−ikx

ikeikx −ike−ikx

)
= −2ik であり、

•
�

2

2m
G2(x, x′) = θ(x − x′)

sin k(x − x′)
k

•
�

2

2m
G1(x, x′) = −θ(x′ − x)

sin k(x − x′)
k

となる。
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であるから k �= 0 で独立であり次のような展開が行える。24

f−∞(k, x) = c11(k)f∞(k, x) + c12(k)f∞(−k, x)

f∞(k, x) = c21(k)f−∞(−k, x) + c22(k)f−∞(k, x)

この第 2式で x → ±∞ を考えると

c21e
ikx + c22e

−ikx (x → −∞), eikx (x → ∞)

となることを意味しておりこれは散乱の境界条件を満たす解であり、透過係数、反
射係数と次のような関係にある。

R =
c22

c21

T =
1

c21

=
1

T11

:転送行列の節参照

ここで f∓∞(k, x) の各表式と f±∞(±k, x) とのロンスキー行列式を考えると次の
関係式が導ける。

c11(k) = − 1

2ik
W (f−∞(k, x), f∞(−k, x))

c12(k) =
1

2ik
W (f−∞(k, x), f∞(k, x))

c21(k) = − 1

2ik
W (f∞(k, x), f−∞(k, x))

c22(k) =
1

2ik
W (f∞(k, x), f−∞(−k, x))

特に c21(k) の表式は複素 k 平面上の上半面で正則な f±∞(k, x) で表現されてい
るから c21(k) も上半面で正則でありその上半面でのゼロ点 kB が T の極すなわち
束縛状態を与えることとなる。
さらに c21(k) については次の事実が示せる。
24逐次代入して

f−∞(k) = c11(k)
(
c21(k)f−∞(−k) + c22(k)f−∞(k)

)
+ c12(k)

(
c21(−k)f−∞(k) + c22(−k)f−∞(−k)

)
=

(
c11(k)c22(k) + c12(k)c21(−k)

)
f−∞(k) +

(
c11(k)c21(k) + c12(k)c22(−k)

)
f−∞(−k)

より k �= 0 で

c11(k)c22(k) + c12(k)c21(−k) = 1, c11(k)c21(k) + c12(k)c22(−k) = 0

同様に

f∞(k) = c21(k)
(
c11(−k)f∞(−k) + c12(−k)f∞(k)

)
+ c22(k)

(
c11(k)f∞(k) + c12(k)f∞(−k)

)
=

(
c12(−k)c21(k) + c11(k)c22(k)

)
f∞(k) +

(
c11(−k)c21(k) + c12(k)c22(k)

)
f∞(−k)

より

c12(−k)c21(k) + c11(k)c22(k) = 1, c11(−k)c21(k) + c12(k)c22(k) = 0
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• |k| → ∞ の時、c21(k) = 1 + O( 1
k
)

これは |k| → ∞ すなわち入射エネルギーが十分大きいときはポテンシャル
からの影響が無視できるため透過係数が T → 1 となることおよび解析性か
らわかる。

• c21(k) のゼロ点 kB は実軸上には存在せず、虚軸上にある。25

25転送行列の議論から明らか
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• c21(k) のゼロ点 kB はすべて 1位である。すなわち ċ21(kB) �= 0 26

これより d
dk

log c21(k) を実軸と上半面の半円からなる積分路 C で積分すること
により ( ċ21

c21
= O( 1

k2 ), |k| → ∞　より半円からの寄与は消えて) 上半面にある　
c21 のゼロ点の数 N は偏角の原理から

26まず束縛状態をあたえる波数 kB で f±∞(kB , x) はお互いに１次従属となる。

c21(kB) = 0, c11(kB)c22(kB) = 1, c11(kB) �= 0, c22(kB) �= 0
f∞(kB , x) = c22(kB)f−∞(kB , x)

W (f∞(kB , x), f−∞(kB , x)) = 0

よって k 微分を ˙ で書いて

ċ21(kB) = − 1
2ikB

(
W (ḟ∞(kB , x), f−∞(kB , x)) + W (f∞(kB , x), ḟ−∞(kB , x))

)
= − 1

2ikB

(
1

c22
W (ḟ∞(kB , x), f∞(kB , x)) + c22W (f−∞(kB , x), ḟ−∞(kB , x))

)
これを評価するためにシュレディンガー方程式とそれを k で微分して

f ′′ + k2f =
2m

�2
V f

ḟ ′′ + 2kf + k2ḟ =
2m

�2
V ḟ

これらからポテンシャルの項を消去すれば

f ′′ḟ − ḟ ′′f − 2kf2 =
d

dx
W (ḟ , f) − 2kf2 = 0

これを f∞ に使って Im k > 0 のとき limx→∞ f∞(k, x) = 0 から

W (ḟ∞, f∞) = −2k

∫ ∞

x

dx′ [f∞(k, x′)]2

同様に Im k > 0 のとき limx→−∞ f−∞(k, x) = 0 から

W (ḟ−∞, f−∞) = 2k

∫ x

−∞
dx′ [f−∞(k, x′)]2

よって

ċ21(kB) = − 1
2ikB

(
− 1

c22(kB)
2kB

∫ ∞

x

dx′ [f∞(kB , x′)]2 + c22(kB)(−2kB)
∫ x

−∞
dx′ [f−∞(kB, x′)]2

)
= −i

∫ ∞

−∞
dx′[f∞(kB , x′)f−∞(kB, x′)]

= −ic22(kB)
∫ ∞

−∞
dx′[f−∞(kB , x′)]2 = −i

1
c22(kB)

∫ ∞

−∞
dx′[f∞(kB , x′)]2

これより iċ21(kB)c22(kB) は束縛状態 f∞(kB , x) のノルムをあたえており零でない。
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N =
1

2πi

∫
C

d

dk
log c21(k) =

1

2πi
log c21(k + i0)

∣∣∣∣∞
k=−∞

=
1

2π

(
Arg c21(−∞ + i0) − Arg c21(∞ + i0)

)
=

1

2π

(
Arg T11(−∞ + i0) − Arg T11(∞ + i0)

)
= − 1

2π

(
Arg T (−∞ + i0) − Arg T (∞ + i0)

)

ここで偏角の変化は実軸上無限小だけ上半面にずれた直線上で数えるものとする。

k+ i 

この N は束縛状態の数でありこれが散乱状態の情報である透過係数 T (を複
素 k 平面へ解析接続したもの)から定まることとなる。これをレビンソンの定理
とよぶ。
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2 三次元の散乱理論
ここでは前節で紹介した１次元系散乱理論、特に積分方程式による方法に従っ

て三次元の散乱理論を議論する。具体的には、原点近傍に球対称の散乱体があり
z 軸正方向へ平面波が入射している状況を考える。

z

2.1 散乱振幅と微分断面積

この状況における定常状態の境界条件として次のものを要求する。

Ψ(�r)
�r→∞−→ 1

(2π)3/2

(
eikz +

f(θ)

r
eikr

)
これは mv = �k, V0 = (2π)3 として27 28

27Ψ(
r) = 1
(2π)3/2 ei�k·�r は

∫ π

−π
dx
∫ π

−π
dy
∫ π

−π
dz |Ψ|2 = 1 よりわかるように体積 v0 = (2π)3 ごと

に一粒子が存在することを意味する。
28


∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1
r

∂f

∂θ
θ̂ +

1
r sin θ

∂f

∂φ
φ̂

より

Ψ∗
s

∇Ψs =

1
(2π)3

f∗(θ)
r

e−ikr

(
− f(θ)

r2
eikr r̂ +

f(θ)
r

eikrikr̂ +
1
r

∂f(θ)
∂θ

1
r
eikr θ̂

)
=

1
(2π)3

|f |2
r2

ikr̂ + O(
1
r2

)
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Ψ0 =
1

(2π)3/2
eikz

�j0 =

(
�

2mi

)(
Ψ∗

0
�∇Ψ0 − (�∇Ψ∗

0)Ψ0

)
=

1

(2π)3

�k

m
ẑ =

v

V0

ẑ

Ψs =
1

(2π)3/2

f(θ)

r
eikr

�js =

(
�

2mi

)(
Ψ∗

s
�∇Ψs − (�∇Ψ∗

s)Ψs

)
=

1

(2π)3

|f(θ)|2
r2

�k

m
r̂ + o(

1

r2
) ≈ v

V0

|f(θ)|2
r2

r̂

とかけることから無限遠では平面波と球面波の重ね合わせとなることを境界条件
として要求することになる。
この f(θ)を散乱振幅という。ここで単位面積あたりの入射フラックスΦ0 = �jz · ẑ

と面積要素 d�S = r2d�Ω (d�Ω = dΩr̂) あたりの散乱されたフラックスΦs = �js · d�S と
の比として微分散乱断面積 σ(θ) を

Φs = σ(θ)dΩ · Φ0

とすると
σ(θ) = |f(θ)|2

となる。なお σT =
∫

dΩσ(θ) を全散乱断面積という。
ここで時間に依存するシュレディンガー方程式の解である波動関数Ψ(�r, t) に対

して連続の方程式

∂ρ(�r, t)

∂t
+ �∇ ·�j(�r, t) = 0

ρ(�r, t) = |Ψ(�r, t)|2

�j(�r, t) =
�

2mi

(
Ψ∗(�r, t)�∇Ψ(�r, t) − h.c.

)
が成り立つことが示せる。29 これよりここで議論している定常状態の波動関数に
対しては

�∇ ·�j(�r, t) = 0
29ある任意の体積領域 V 内の粒子数 N の時間変化 ∂tN = ∂t

∫
V

d
r|Ψ(
r)|2 の表式にシュレディ
ンガー方程式を使って

∂tN =
∫

d
r

(
Ψ̇∗(
r)Ψ(
r) + Ψ∗(
r)Ψ̇(
r)

)
=
∫

V

d
r
1
i�

(
− HΨ∗(
r)Ψ(
r) + Ψ(
r)HΨ∗(
r)

)
= −

(
�

2mi

)∫
V

d
r
(
− (∇2Ψ∗(
r))Ψ(
r) + Ψ∗(
r)∇2Ψ(
r)

)
= −

(
�

2mi

)∫
∂V

d
S
(
− (
∇Ψ∗(
r))Ψ(
r) + Ψ∗(
r)
∇Ψ(
r)

)
= −

∫
∂V

d
S
j(
r)


j(
r) =
(

�

2mi

)[
Ψ∗(
r)
∇Ψ(
r) − (
∇Ψ∗(
r))Ψ(
r)

]
これは 
j がカレント演算子であることを示しており、領域 V が任意であったことを使うと連続の
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となる。これを原点中心の半径 R の大きな球面 SR で囲まれる領域で積分してガ
ウスの定理から30

方程式
∂t|Ψ(
r)|2 + 
∇ ·
j = 0

が従う。これは直接もでる。
30球面波の無限遠での振る舞いを束縛状態での波動関数から解析接続により統一的に記述するこ
とを考えると

Ψ(
r)−→ 1
(2π)3/2

(
eikz +

f(θ)
r

eik+r

)
k+ =k + i0 = k + iε

とする. さらに Rε >> 1 を仮定しよう。つまり系の大きさを最初に無限大としその後、 最後に
ε → 0 の極限をとることとする。よって

Ψ =
1

(2π)3/2
(eikr cos θ +

f

r
eik+r)

V0Ψ∗∇Ψ
∣∣∣∣
r=R

=(e−ikr cos θ +
f∗

r
e−ik−r)(ikeikr cos θ + ik

f

r
eik+r)r̂

∣∣∣∣
r=R

+ O(1/R2)

=
(

ik cos θ + ik
f∗

R
cos θeiR(k cos θ−k−) + ik

f

R
e−iR(k cos θ−k+)

)
r̂

=
(

ik cos θ + ik
f∗

R
cos θeikR(cos θ−1)−εR + ik

f

R
e−ikR(cos θ−1)−εR

)
r̂

V0Ψ∗∇Ψ
∣∣∣∣
r=R

− h.c. =
(

2ik cos θ + ik
f∗

R
(1 + cos θ)eikR(cos θ−1)−εR + ik

f

R
(1 + cos θ)e−ikR(cos θ−1)−εR

)
r̂

以下 (1/R2) の高次の項は無視して

0 =
∫

S

d
S ·
j∞

=
(

�

2mi

)∫
S

dS

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂r
− h.c.

)
=
∫

S

d
S(ẑ
j0 − ẑ
j0) +
∫

dΩ
[
R2 · v

V0

|f(θ)|2
R2

]
+ O (

1
R

)

+
(

�

2mi

)∫
dΩ̂ R2 1

(2π)3

(
e−ikz(ik)

f(θ)
R

eikR r̂ +
f∗(θ)

R
e−ikR(ik)eikz ẑ − h.c.

)
=

v

V0

∫
dΩ|f(θ)|2

+
(

i�k

2mi

)∫
dΩ R2 1

(2π)3

(
eikR(1−cos θ) f(θ)

R
+

f∗(θ)
R

e−ikR(1−cos θ) cos θ

+ e−ikR(1−cos θ) f
∗(θ)
R

+
f(θ)
R

eikR(1−cos θ) cos θ

)
=

v

V0

∫
dΩ|f(θ)|2 +

�k

2m

1
(2π)3

R

∫
dΩ (1 + cos θ)(f(θ)eikR(1−cos θ) + f∗(θ)e−ikR(1−cos θ))

=
v

V0

∫
dΩ|f(θ)|2 +

�k

2m

1
(2π)3

R2 · 2π
1

kR
i(f(0) − f∗(0)) + const.e±ikR

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



— 量子力学第３: 散乱理論 — 2005 冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日) 32

31 32

31∫
dΩ eikR(1−cos θ)f(θ) = 2πf(0)

∫ π

0

dθ sin θeikR(1−cos θ)f(θ) → 2πf(0)
∫ 1

−1

dt eikR(1−t), kR → ∞

= 2πf(0)
1

−ikR
eikR(1−t)

∣∣∣∣1
−1

= 2πf(0)
i

kR
(1 − e−2ikR)

= 2π
1

kR
if(0) + const.e−2ikR∫

dΩ e−ikR(1−cos θ)f∗(θ) = −2π
1

kR
if∗(0) + const.e2ikR

32以下が通常の議論である。

0 =
∫

S

d
S ·
j∞

=
(

�

2mi

)∫
S

dS

(
Ψ∗∂Ψ

∂r
− h.c.

)
=

∫
S

d
S(ẑ
j0 − ẑ
j0) +
∫

dΩ
[
R2 · v

V0

|f(θ)|2
R2

]
+ O (

1
R

)

+
(

�

2mi

)∫
dΩ̂ R2 1

(2π)3

(
e−ikz(ik)

f(θ)
R

eikR r̂ +
f∗(θ)

R
e−ikR(ik)eikz ẑ − h.c.

)
=

v

V0

∫
dΩ|f(θ)|2

+
(

i�k

2mi

)∫
dΩ R2 1

(2π)3

(
eikR(1−cos θ) f(θ)

R
+

f∗(θ)
R

e−ikR(1−cos θ) cos θ

+e−ikR(1−cos θ) f
∗(θ)
R

+
f(θ)
R

eikR(1−cos θ) cos θ

)
=

v

V0

∫
dΩ|f(θ)|2 +

�k

2m

1
(2π)3

R

∫
dΩ (1 + cos θ)(f(θ)eikR(1−cos θ) + f∗(θ)e−ikR(1−cos θ))

=
v

V0

∫
dΩ|f(θ)|2 +

�k

2m

1
(2π)3

R2 · 2π
1

kR
i(f(0) − f∗(0)) + const.e±ikR

これを R の微小領域で平均すれば最後の項は落ちて

0 =
v

V0

∫
dΩ|f(θ)|2 +

v

V0

4π

k
(−)Im f(0)

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



— 量子力学第３: 散乱理論 — 2005 冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日) 33

�j∞ =

(
�

2mi

)(
Ψ∗∂Ψ

∂r
− h.c.

)
0 =

∫
S

d�S ·�j∞

=

(
�

2mi

)∫
S

dS

(
Ψ∗∂Ψ

∂r
− h.c.

)
=

∫
S

d�S(ẑ�j0 − ẑ�j0) +

∫
dΩ

[
R2 · v

V0

|f(θ)|2
R2

]
+ O (

1

R
)

+

(
�

2mi

)∫
dΩ̂ R2 1

(2π)3

(
e−ikz(ik)

f(θ)

R
eikR r̂ +

f ∗(θ)
R

e−ikR(ik)eikz ẑ − h.c.

)
これを R の微小領域で平均して

Im f(0) =
k

4π

∫
dΩ|f(θ)|2 =

k

4π
σT

この前方散乱振幅と全散乱断面積の関係を光学定理とよぶ。

2.2 リップマン-シュインガーの式と散乱振幅

前節で議論したリップマン-シュインガーの積分方程式をもちいて散乱振幅を求
めることを考えよう。まず 3次元の自由粒子系のグリーン関数はG0(�r) = G±

0 (�r, E)

は次の方程式の解として定義され、

(E − H0(�r))G0(�r) = δ(�r)

H0(x) = −�
2∇2

2m

具体的な関数形を前節と同様にフーリエ解析の方法で求めると33

G0(E) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
G±

0 (�r) = −
(

2m

�2

)
1

4π

e±iKr

r
, K → K ± i0 =

√
2mE
�

± i0, E → E ± i0, E > 0

G+
0 (�r, K ← iκ) = −

(
2m

�2

)
1

4π

e−κr

r
, κ =

√
2m|E|
�

, E < 0

33まず E ≥ 0 の場合

E ± i0 =
�

2K2±
2m

, G±
0 (x) =

1
(2π)3/2

∫
d3kĜ±

0 (
k)ei�k·�r

とおいて定義式と δ(
r) = 1
(2π)3

∫
d3kei�k·�r より Ĝ±

0 (
k) =
(

2m
�2

)
1

(2π)3/2
1

K2−k2 よって

G±
0 (
r) =

1
(2π)3

(
2m

�2

)∫
d3k

1
K2 − k2

ei�k·�r
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となる。ここでは、まず散乱状態を考えE > 0 として斉次解として z軸正方向へ
進む平面波Φ(�r) = 1

(2π)3/2 e
ikz をとるとリップマンシュインガーの積分方程式は記

号的には

Ψ± = Φ +
1

E ± i0 − H0
V Ψ±

より具体的には

Ψ±(�r) =
1

(2π)3/2
eikz −

(
2m

�2

)
1

4π

∫
d�r′

e±ik|r−r′|

|�r − �r′| V (�r′)Ψ±(�r′)

となる。
ここで散乱体が有限の大きさ (V (�r) ≈ 0, r >> a) であり散乱体から十分離れた

位置の波動関数を考えることにする。r >> a r′ ≈ a とすると34

|�r − �r′| = r − r̂ · �r′ + O(

(
a

r

)
)

a

|�r − �r′| =
a

r
+ O(

(
a

r

)2

)

この積分を極座標で評価すると (
r の方向に z 軸をとって)∫
d3k

1
K2± − k2

ei�k·�r =
∫ ∞

0

dkk2 1
K2± − k2

(2π)
∫ π

0

dθ sin θeikr cos θ

=
π

i

1
r

∫ ∞

−∞
dk

k

K2± − k2
(eikr − e−ikr) =

π

i

1
r
2
∫ ∞

−∞
dk

−k

K2± − k2
eikr

=
π

i

1
r

∫ ∞

−∞
dk

(
1

k + K ± i0
+

1
k − K ∓ i0

)
(−eikr) =

π2

r
(−2)e±iKr

これから

G±
0 (
r) = −

(
2m

�2

)
1
4π

e±iKr

r

つぎに E < 0 の場合、一次元系の時と同様に

K = iκ = i

√
2m|E|
�

, κ > 0

ととれば積分をそのまま評価でき、K → K + i0 (E → E + i0) とした場合を採用すれば良く

G0(
r) = −
(

2m

�2

)
1
4π

e−κr

r

となる。
34

|
r − 
r′| = (r2 + r′2 − 2
r · 
r′)1/2 = r(1 − 2
r̂ · 
r′

r
+

r′2

r2
)1/2 = r(1 − 2

r̂ · 
r′
r

+ O(
(

a

r

)2

))1/2

= r − r̂ · 
r′ + O(
(

a

r

)
)
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だから

Ψ±(�r) =
1

(2π)3/2

[
eikz+

e±ikr

r

{
−
(

2m

�2

)
(2π)3/2

4π

∫
d�r′e∓i�kr·�r′V (�r′)Ψ±(�r′)

}]
+O(

(
a

r

)
)

ここで �kr = kr̂ は散乱方向の k ベクトルである。これは Ψ+(�r) が境界条件を満た
す解であることを示しており、散乱振幅は

f(θ�kr
) = −

(
2m

�2

)
(2π)3/2

4π

∫
d�r′e−i�kr ·�r′V (�r′)Ψ+(�r′)

により与えられる。ここで入射波が Φ�kz
(�r) = 1

(2π)3/2 e
i�kz ·�r, (�kz = kẑ) であること

に注意すると35

f(θ�kr
) = −

(
2m

�2

)
(2π)3

4π
〈Φ�kr

|V |Ψ+〉

= −
(

2m

�2

)
(2π)3

4π
〈Φ�kr

|T |Φ�kz
〉

T = V + V
1

Ek − H + i0
V

と書ける。

2.3 ボルン近似

もっとも簡単な近似として積分方程式において逐次近似の最低次として右辺の
Ψ± に斉次解 Φ をとり

Ψ± ≈ 1

(2π)3/2
eikz =

1

(2π)3/2
eikẑ·�r

とする近似を (第一)ボルン近似という。この近似においては散乱振幅は

fB(θ�k) = −
(

2m

�2

)
1

4π

∫
d�rei(�k′−�k)·�rV (r)

�k′ = kẑ

ここで
�K = �k′ − �k

35Ψ+ = (1 + G+V )Φ であることを用いた。
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として �K 方向の極座標 (r̄, θ̄, φ̄) で計算すると36

fB(θ�k) = −
(

2m

�2

)
1

4π

∫
dφ̄

∫
dθ̄ sin θ̄

∫
dr̄r̄2eiKr̄ cos θ̄V (r̄)

= −
(

2m

�2

)
1

2

∫
dr̄r̄2 1

iKr̄
eiKr̄ cos θ̄

∣∣∣∣cos θ̄=1

cos θ̄=−1

V (r̄)

= −
(

2m

�2

)
1

K

∫
drr sin(Kr)V (r)

微分断面積は

σ =

(
2m

�2

)2∣∣∣∣ 1

K

∫ ∞

0

drV (r)r sin(Kr)

∣∣∣∣2
となる。

ボルン近似の例 (ラザフォード散乱)

例えば湯川ポテンシャル

V (r) =
Ae−μr

r

の場合37

fB(θ) = −2m

�2

A

K2 + μ2

36

k’

k
K

K = | 
K| =
√

2k2(1 − cos θ) = 2k sin
θ

2

dK = k cos θ/2dθ

KdK = k2 sin θdθ

sin θdθ =
1
k2

KdK

37 ∫ ∞

0

dr sin KrrV (r) = A

∫ ∞

0

dre−μr sin Kr =
A

2i

∫ ∞

0

dr

(
e(−μ+iK)r − e(−μ−iK)r

)
= A

−1
2i

(
1

−μ + iK
− 1

−μ − iK

)
=

AK

K2 + μ2
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これは μ → 0, A = −Ze2 とおくと

fB
μ→0−→ m

2(�k)2

Ze2

sin2 θ/2

となる。これは古典的なラザフォード散乱の公式に一致する。

2.4 部分波分解

以下しばらく、部分波分解による散乱問題を議論する。38

2.4.1 球対称場中でのシュレディンガー方程式

シュレディンガー方程式

HΨ(�r) = EΨ(�r)

H =
�p2

2m
+ V (r)

�p =
�

i
�∇

の固有関数を

Ψ(�r) = R(r) Θ(θ) Φ(φ)

x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ

の形で求めることを考える。
角運動量を

�L ≡ �r × �p

Li = εijkxjpk, x1 = x, x2 = y, x3 = z

とすると39

[Li, Lj ] = i�εijkLk

38球関数に関する数学的準備参照
39[xi, pj] = xipj − pjxi = i�δij また

[Li, Lj ] = εiabεjcd[xapb, xcpd] = εiabεjcd(xa[pb, xcpd] + [xa, xcpd]pb) = εiabεjcd(xa[pb, xc]pd + xc[xa, pd]pb)
= εiabεjcd(−i�δbcxapd + i�δadxcpb) = −i�εiabεjbdxapd + i�εiabεjcaxcpb

= i�(δijδad − δidδaj)xapd − i�(δijδbc − δicδbj)xcpb

= i�(δijxapa − xjpi − δijxbpb + xipj) = i�(xipj − xjpi) = i�εijkLk

(= i�εijkεkabxapb = i�(xipj − xjpi))
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であり、この交換関係から良く知られているように (代数的関係だけから) �L2 と
Lz の同時固有状態が次のようにとれることが一般的にわかる。

�L2Y�m = �
2�(� + 1)Y�m

LzY�m = �mY�m

m = −�, � + 1, · · · , � − 1, �

また40

�∇ = �er
∂

∂r
+ �eθ

1

r

∂

∂θ
+ �eφ

1

r sin θ

∂

∂φ

�er =
∂̂�r

∂r
= (sin θ cos φ, sin θ sin φ, cos θ),

�eθ =
∂̂�r

∂θ
= (cos θ cos φ, cos θ sin φ,− sin θ),

�eφ =
∂̂�r

∂φ
= (− sin φ, cosφ, 0),

�r = �err

より �L が r によらず θ, φ のみの関数となることがみてとれ、具体的にも次のよ
うに求まる。41

Lx = −i�

(
− sin φ

∂

∂θ
− cot θ cos φ

∂

∂φ

)
Ly = −i�

(
cos φ

∂

∂θ
− cot θ sin φ

∂

∂φ

)
Lz = −i�

∂

∂φ

�L2 = −�
2

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

}
この具体的な形をつかって �L2 の固有値 �

2�(�+1)を確定しよう。まずYlm(θ, φ) =

Θ(θ)Φ(φ) として固有方程式より{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

}
Θ(θ)Φ(φ) = −�(� + 1)Θ(θ)Φ(φ)

1

Θ
sin2 θ

{
1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ �(� + 1)Θ

}
= − 1

Φ(φ)

d2Φ

dφ2

40当然

r = x
ex + y
ey + z
ez

41


L = 
r×
p = −i�
eφ
∂

∂θ
+i�
eθ

1
sin θ

∂

∂φ
= −i�(− sinφ, cosφ, 0)

∂

∂θ
+i�(cot θ cosφ, cot θ sin φ,−1)

∂

∂φ
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これを分離して
d2Φ

dφ2
= −m2Φ

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ {�(� + 1) − m2

sin2 θ
}Θ = 0

まず最初の式より

Φ(φ) = eimφ, m = 0,±1,±2,±3, · · · ,

この m に関する条件は関数の一価性より従う。Θ に付いての方程式から θ の全
域での有界性を要求するとルジャンドルの陪関数を用いて

Θ(θ) ∝ P
|m|
l (θ), � = 0, 1, 2, · · · , m = −�, � + 1, · · · , �

と書ける。42 これらを用いて規格化定数を次のように選ぶと

Y�m(θ, φ) = (−1)
m+|m|

2

√
2� + 1

4π

(� − |m|)!
(� + |m|)!P

|m|
l (cos θ)eimφ

L2
x = − �

2
(
sin φ∂θ + cot θ cosφ∂φ

)(
sin φ∂θ + cot θ cosφ∂φ

)
, (cot θ)′ = − 1

sin2 θ

= − �
2
(
sin2 φ∂2

θ − 1
sin2 θ

sin φ cosφ∂φ + cot θ sinφ cos φ∂θ ∂φ

+ cot θ cos2 φ∂θ + cot θ cosφ sin φ∂φ ∂θ

− cot2 θ sin φ cosφ∂φ + cot2 θ cos2 φ∂2
φ

)
L2

y = − �
2
(
cosφ∂θ − cot θ sin φ∂φ

)(
cosφ∂θ − cot θ sin φ∂φ

)
= − �

2
(
cos2 φ∂2

θ +
1

sin2 θ
sin φ cosφ∂φ − cot θ sin φ cosφ∂θ ∂φ

+ cot θ sin2 φ∂θ − cot θ sin φ cosφ∂θ ∂φ

+ cot2 θ sin φ cosφ∂φ + cot2 θ sin2 φ∂2
φ

)
L2

x + L2
y = − �

2
(
∂2

θ + cot θ ∂θ + cot2 θ ∂2
φ

)
L2

z = − �
2 ∂2

φ

L2 = − �
2

(
∂2

θ + cot θ ∂θ +
1

sin2 θ
∂)φ2

)
= − �

2

(
1

sin θ
∂θ(sin θ ∂θ) +

1
sin2 θ

∂)φ2

)
42x = cos θ として d

dθ = dx
dθ

d
dx = − sin θ d

dx これから
1

sin θ
d
dθ

(
sin θ dΘ

dθ

)
= d

dx

(
sin2 θ dΘ

dx

)
=

d
dx

(
(1 − x2)dΘ

dx

)
よって

{
(1 − x2)

dΘ
dx

}
+
(
�(� + 1) − m2

1 − x2

)
Θ = 0

(Legendreの陪微分方程式)
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規格直交性

〈Y�′m′|Y�m〉 ≡
∫

dΩY ∗
�′m′(θ, φ)Y�m(θ, φ) = δ�,�′δmm′

昇降演算子の作用

L±Y�m = �

√
(� ∓ m)(� ± m + 1)Y�m±1

複素共役

Y ∗
�m(θ, φ) =(−)mY�−m(θ, φ)

が成立する。43

43球面調和関数 Y
m(θ, φ) = Θ
m(θ)Φm(φ) を代数関係のみから導いてみよう。まず LzY
m =
m�Y
m より Φm = 1√

2π
eimφ また

L+ =Lx + iLy = �eiφ(∂θ + i cot θ∂φ)

L− =Lx − iLy = �e−iφ(−∂θ + i cot θ∂φ)

よって L+Y

 = 0 から

Θ′


 − � cot θΘ

 =0,→ Θ

(θ) = C
 sin
 θ

規格化より

1 =|C
|2
∫ π

0

dθ sin θ sin2
 θ = 2|C
|2
∫ π/2

0

dθ sin2
+1 θ = C2

 B(� + 1, 1) = |C
|2

Γ(� + 1)Γ(1/2)
Γ(� + 3/2)

=|C
|2
�!Γ(1/2)

(� + 1/2)(� − 1/2)(� − 3/2) · · · (1/2)Γ(1/2)

=|C
|2
�!2


(� + 1/2)(2� − 1)!!
= |C
|2

�!2
 · (2� + 1)2
�!
(� + 1/2)(2� + 1)!

= |C
|2
2(�!2
)2

(2� + 1)!

C
 =eiδ

√
(2� + 1)!

2
1

�!2


また
よって

Y
m−1 =
1√

(� + m)(� − m + 1)
e−iφ(−∂θ + i cot θ∂φ)Y
m

=
1√

(� + m)(� − m + 1)
(−)(∂θ + m cot θ)Θ
mΦm−1(φ) = Θ
m−1Φm−1(φ)

Θ
m−1 = − 1√
(� + m)(� − m + 1)

(∂θ + m cot θ)Θ
m

ここで

sin1−m θ
d

d cos θ
(sinm θΘ) = sin1−m θ

(
d cos θ

dθ

)−1
d

dθ
(sinm θΘ) = − sin−m θ(Θm sinm−1 θ cos θ + sinm θ∂θΘ)

= − (Θm cot θ + ∂θΘ)
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これから

Θ
m−1 =
1√

(� + m)(� − m + 1)
sin1−m θ

d

d cos θ
(sinm θΘ
m)

Θ
m−2 =
1√

(� + m − 1)(� − m + 2)
sin2−m θ

d

d cos θ
(sinm−1 θΘ
m−1)

=
1√

(� + m)(� + m − 1) · (� − m + 1)(� − m + 2)
sin1−m θ

(
d

d cos θ

)2

(sinm θΘ
m)

Θ
m−k =

√
(� + m − k)!(� − m)!√
(� + m)!(� − m + k)!

sink−m θ

(
d

d cos θ

)k

(sinm θΘ
m)

ここでm → �, k → � − mとして

Θ
m =

√
(� + m)!(0)!√
(2�)!(� − m)!

sin−m θ

(
d

d cos θ

)
−m

(sin
 θΘ

)

=eiδ

√
2� + 1

2
(� + m)!
(� − m)!

1
�!2


1
sinm θ

(
d

d cos θ

)
−m

(sin2
 θ)

特にm = 0として

Θ
0 =eiδ

√
2� + 1

2
1

�!2


(
d

d(cos θ)

)


(sin2
 θ) = eiδ(−)


√
2� + 1

2
1

�!2


d

d(cos θ)
(cos2 θ − 1)


=eiδ(−)


√
2� + 1

2
P
(cos θ)

よって eiδ = (−)
ととって

Θ
0 =

√
2� + 1

2
P
(cos θ)

Θ
m =(−)


√
2� + 1

2
(� + m)!
(� − m)!

1
�!2


1
sinm θ

(
d

d cos θ

)
−m

(sin2
 θ)

m ≤ 0,

Θ
m =

√
2� + 1

2
(� + m)!
(� − m)!

1
sinm θ

(
d

d cos θ

)−m

P
(cos θ)

=

√
2� + 1

2
(� − |m|)!
(� + |m|)! sin|m| θ

(
d

d cos θ

)|m|
P
(cos θ)

一方

Y
m+1 =
1√

(� − m)(� + m + 1)
eiφ(∂θ + i cot θ∂φ)Y
m

=
1√

(� − m)(� + m + 1)
(∂θ − m cot θ)Θ
mΦ
m+1

Θ
m+1 =
1√

(� − m)(� + m + 1)
(∂θ − m cot θ)Θ
m
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一方、代数的関係だけから44

�L2 = r2�p2 − r2p2
r , p2

r = −�
2(∂2

r +
2

r
∂r)

と書けるので
�p2

2m
=

1

2m
p2

r +
1

2m

�L2

r2

sinm+1 θ
d

d cos θ
(sin−m θΘ) = sinm+1 θ

(
d cos θ

dθ

)−1
d

dθ
(sin−m θΘ) = − sinm θ(−Θm sin−m−1 θ cos θ + sin−m θ∂θΘ)

=(Θm cot θ − ∂θΘ)

これから

Θ
m+1 =(−)
1√

(� − m)(� + m + 1)
sinm+1 θ

d

d cos θ
(sin−m θΘ
m)

Θ
m+2 =(−)
1√

(� − m − 1)(� + m + 2)
sinm+2 θ

d

d cos θ
(sin−m−1 θΘ
m+1)

=(−)2
1√

(� − m)(� − m − 1) · (� + m + 1)(� + m + 2)
sinm+2 θ

(
d

d cos θ

)2

(sin−m θΘ
m)

Θ
m+k =(−)k

√
(� − m − k)!(� + m)!√
(� − m)!(� + m + k)!

sinm+k θ

(
d

d cos θ

)k

(sin−m θΘ
m)

m → 0, k → mとして (m > 0)

Θ
m =(−)m

√
(� − m)!�!√
�!(� + m)!

sinm θ

(
d

d cos θ

)m

Θ
0

=(−)m

√
2� + 1

2
(� − m)!
(� + m)!

sinm θ

(
d

d cos θ

)m

P
(cos θ)

また P
|m|

 (cos θ) = sin|m| θ

(
d

d cos θ

)|m|
P
(cos θ)より

Θ
m =(−1)
m+|m|

2

√
2� + 1

2
(� − |m|)!
(� + |m|)!P

|m|

 (cos θ)

またm ≤ 0とあわせてΘ
−m = (−)mΘ
m

44
r · 
p = −i�xi∂i = −i�r xi

r ∂i = −i�r ∂xi

∂r ∂i = −i�r∂r であり、


L2 = εijkεilmxjpkxlpm = (δjlδkm − δjmδkl)xjpkxlpm

= xjpkxjpk − xjplxlpj = xj(xjpk − i�δjk)pk − xj(xlpl − i�δll)pj

= r2
p2 − i�
r · 
p − xj(pjxl + i�δlj)pl + 3i�
r · 
p = r2
p2 − (
r · 
p)2 + i�
r · 
p
= r2
p2 − r2p2

r

p2
r =

1
r2

{
(
r · 
p)2 − i�
r · 
p

}
=

�
2

r2

{
− r∂rr∂r − r∂r

}
= −�

2(∂2
r +

2
r
∂r)
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ここで Ψ(�r) = R(r)Ylm(θ, φ) とするとシュレディンガー方程式から{
−
(

d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
+

�(� + 1)

r2
+ U(r)

}
R�(r) = k2R�(r)

�
2k2

2m
= E,

�
2

2m
U(r) = V (r)

となる。特にポテンシャルが定数 V = V0 の場合 x = kr, E − V0 = �
2k2

2m
とおいて{(

d2

dx2
+

2

x

d

dx

)
+ 1 − �(� + 1)

x2

}
F�(x) = 0

この方程式を球ベッセル方程式という。2階の微分方程式は独立な２つの解を持
ち45 この解を用いてシュレディンガー方程式の一般解は

Ψ(�r) =
∑
�m

c�mR�(r)Y�m(θ, φ), E =
�

2k2

2m

と書ける。
この動径部分の波動関数 R� に対する要求をここでまとめてみよう。

• 原点近傍での振舞
V (r) が原点付近で特異性をもたないとき46

R�(kr)
�r→0−→ (kr)�

• 保存量

45独立な解として 球ベッセル関数 j
(x)と球ノイマン関数 n
(x)の組または、第一種ハンケル関
数 h

(1)

 (x) と第二種ハンケル関数 h(2)�(x) の組が用いられる。

F
(x) = A
j
(x) + B
n
(x) = C
h
(1)

 (x) + D
h

(2)

 (x)

なおこれらは

j
(x) = (−x)


(
1
x

d

dx

)
( sinx

x

)
x→0−→ x


(2� + 1)!!

n
(x) = −(−x)


(
1
x

d

dx

)
(cosx

x

)
x→0−→ − (2� − 1)!!

x
+1

と具体的に与えられる。
46原点付近で R
 ∼ rn とするとシュレディンガー方程式より {−n(n−1)−2n+�(�+1)}rn−2 ∼ 0
これから

−n2 − n + �2 + � = (� − n)(� + n + 1) = 0

よって r
, 1
r�+1 となるが原点で確率振幅が発散しないことを要求する。
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特にポテンシャルが実の場合47

det

(
rR� rR∗

�

(rR�)
′ (rR∗

�)
′

)
= 0

は座標によらない保存量となる。(r → 0 を考える)

2.4.2 位相のずれ

ポテンシャルが有限の領域に限られている場合を考えよう。この場合ポテンシャ
ルが無い領域では自由粒子であり波動関数は48

Ψ(�r) =
∑

�

A�

{
S�h

(1)
� (kr) + h

(2)
� (kr)

}
P�(cos θ)

と書ける。まず無限遠での漸近条件を考え各部分波の振幅 A� を定めると49

Ψ(�r) =
1

(2π)3/2

∞∑
�=0

(2� + 1)

2
i�
{
S�h

(1)
� (kr) + h

(2)
� (kr)

}
P�(cos θ)

−→
∑

�

1

(2π)3/2

−i(2� + 1)

2

1

kr

{
S�e

ikr − (−1)�e−ikr
}
P�(cos θ)

47R(x) = xnR(x) とすると R′ = nxn−1R + xnR′, R′′ = n(n − 1)xn−2R + 2nxn−1R′ + xnR′′

よって

R′′+2x−1R′ = n(n−1)xn−2R+2nxn−1R′+xnR′′+2nxn−2R+2xn−1R′ = xnR′′+2(1+n)xn−1R′+· · ·

よって R(x) = x−1R(x) とするとR についての微分方程式には１階の微分がなくR1, R2 が解で
ある場合そのロンスキー行列は不変となる。特にポテンシャルが実の場合 R と R∗ のロンスキー
行列式を考えると

det
(

rR rR∗

(rR)′ (rR∗)′

)
は座標によらない。

48角度 φ をどこから計るかは自由だから波動関数は φによらない。よって Y
m=0 のみ寄与する。
49引数の大きい場合の漸近形は

j
(x) x→∞−→ 1
x

sin
(
x − �π

2
)
, n
(x) x→∞−→ − 1

x
cos
(
x − �π

2
)

h
(1)

 (x) x→∞−→ (−i)
+1 eix

x
h

(2)

 (x) x→∞−→ (i)
+1 e−ix

x

より

Ψ(
r) −→
∑




A

(−i)
+1

kr

{
S
e

ikr − (−1)
e−ikr
}
P
(cos θ)

ここで散乱振幅を完全系で f(θ) =
∑∞


=0 a
P
(cos θ) と展開し、更に入射波を次のように部分波に
展開する。

eikr cos θ =
∞∑


=0

(2� + 1)i
j
(kr)P
(cos θ)

j
(x) x→∞−→ 1
x

sin
(
x − �π

2
)

=
1

2ix

(
eix−i �π

2 − e−ix+i �π
2
)

=
1

2ix

(
(−i)
eix − i
e−ix

)
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また散乱振幅も S� をつかって

f(θ) =
1

2ik

∞∑
�=0

(2� + 1)(S� − 1)P�(cos θ)

と書けることがわかる。ここでの未定の係数 S� は散乱行列と呼ばれポテンシャル
のある領域との境界条件から定まるがここではしばらく求まったものと考えて議
論を進めよう。
ここで 各 � 部分波についての動径部分に対する以前に議論した保存則を適用す

ると粒子数の保存則に対応して50

|S�| = 1

が得られる。よって
S� = ei2δ� , δ: real

これを用いて無限遠での境界条件を部分波に展開すると以下のようになる。

1
(2π)3/2

(
eikr cos θ +

f(θ)
r

eikr

)
=

1
(2π)3/2

1
2ikr

∞∑

=0

{
(2� + 1)i


(
(−i)
eikr − i
e−ikr

)
+ 2ika
e

ikr

}
P
(cos θ)

=
1

(2π)3/2

1
2ikr

∞∑

=0

(2� + 1)
{(

1 +
2ika


(2� + 1)
)
eikr − (−)
e−ikr

}
P
(cos θ)

これらを比較して

a
 =
(2� + 1)

2ik
(S
 − 1)

A

(−i)
+1

kr
=

1
(2π)3/2

(2� + 1)
2ikr

より

A
 =
1

(2π)3/2

(2� + 1)
2

i


50

0 = det
(

S
e
ikr − (−1)
e−ikr S∗


 e−ikr − (−1)
eikr

ikS
e
ikr + ik(−1)
e−ikr −ikS∗


 e−ikr − ik(−1)
eikr

)
= det

(
S
e

ikr − (−1)
e−ikr S∗

 e−ikr − (−1)
eikr

2ik(−1)
e−ikr −2ikS∗

 e−ikr

)
= det

(
S
e

ikr − (−1)
e−ikr {|S
|2 − 1}(−1)
eikr

2ik(−1)
e−ikr 0

)
= −2ik{|S
|2 − 1}
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として漸近形を書き直すと51

Ψ(�r) −→ 1

(2π)3/2

∑
�

(2� + 1)

kr
i�eiδ� sin(kr − π

2
� + δ�)P�(cos θ)

これをポテンシャルの無い場合の漸近形

1

(2π)3/2
eikr cos θ =

1

(2π)3/2

∞∑
�=0

(2� + 1)

kr
i� sin(kr − π

2
�)P�(cos θ)

と比べると位相が δ� だけずれていることがわかり、δ� を位相のずれと呼ぶ。
また全散乱断面積は52

σT =
4π

k
Im f(0) =

∑
�

4π

k2
(2� + 1) sin2 δ�

を満たす。この第一式を光学定理という。これから δ� = (n + 1
2
)π, n : (整数)の時

� 波の散乱断面積が最大となり、δ� = nπ のときに 0 となることがわかる。

2.4.3 対数微分と位相のずれ

具体的に位相のずれを決める際, 半径 r = a 内での波動関数と外での動径部分
の波動関数の接続条件を各部分波ごとに考えよう。

Rin
� (a) = Rout

� (a)

Rin
�

′
(a) = Rout

�
′
(a)

ここで 外部での波動関数は

Rout
� (r) = C(S�h

(1)
� (kr) + h

(2)
� (kr))

51

ei(2δ�+kr) − ei(π
−kr) = ei(δ�+
π
2 
)(ei(δ�+kr−π

2 
) − ei(−δ�+
π
2 
−kr))

= ei(δ�+
π
2 
)2i sin(kr − π

2
� + δ
)

52

σT =
∫

dΩ|f(θ)|2 =
1

4k2

∑



(2� + 1)2|S
 − 1|22π
2

(2� + 1)

=
π

k2

∑
(2� + 1)|S
 − 1|2

Im f(0) =
f(0) − f∗(0)

2i
=

1
2i

1
2ik

∑
(2� + 1)(S
 + S∗


 − 2)P
(cos θ)

= − 1
4k

∑



(2� + 1)(−1)(1 − S
)(1 − S∗

 ) =

1
4k

∑



(2� + 1)|1 − S
|2 =
1
4k

4
∑




(2� + 1) sin2 δ
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と書け規格化因子 C は不明だからここで得られる条件は

d log Rin
� (r)

dr

∣∣∣∣
r=a

=
d log Rout

� (r)

dr

∣∣∣∣
r=a

= k
S�h

(1)
�

′
(ka) + h

(2)
�

′
(ka)

S�h
(1)
� (ka) + h

(2)
� (ka)

ここで

h(1,2)′(ka) =
dh(1,2)(x)

dx

∣∣∣∣
x=ka

よって内部のポテンシャルの影響を

f in
� =

1

k

d log Rin
� (r)

dr

∣∣∣∣
r=a

としてパラメトライズすると

S� = −h
(2)
� (ka)f in

� − h
(2)
�

′
(ka)

h
(1)
� (ka)f in

� − h
(1)
�

′
(ka)

また53

tan δ� =
j�(ka)f in

� − j′�(ka)

n�(ka)f in
� − n′

�(ka)

すなわち外部における波動関数は散乱領域の境界における対数微分のみで定まり、
ポテンシャルの細部にはよらない。

低エネルギー散乱

低エネルギー散乱の場合
ka << 1

であり、54 55

δ� ∝
{

(ka)2 � = 0

(ka)2�+1 � ≥ 1

53

tan δ
 =
1
i

S
 − S∗



S
 + S∗

 + 2

54

tan δ
 → − 1
(2� + 1)!!(2� − 1)!!

(ka)2
+1 f in

 − �/(ka)

f in

 + (� + 1)/(ka)

= − 1
(2� + 1)!!(2� − 1)!!

kaf in

 − �

kaf in

 + � + 1

(ka)2
+1

∝
{

(ka)2 � = 0
(ka)2
+1 � ≥ 1

55剛体球の場合少し異なる。

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



— 量子力学第３: 散乱理論 — 2005 冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日) 48

よって56

f(θ) =
δ0

k

剛体球の場合

半径 r = a の剛体球がある場合、r = a でR(a) = 0 と考えられるので

f in
� = ∞

これより、

tan δ� =
j�(ka)

n�(ka)

特に低エネルギーの場合 ka << 1 として漸近形をもちいて57

tan δ� = − (ka)2�+1

(2� + 1)!!(2� − 1)!!

となる。

2.4.4 Jost関数と束縛状態

動径部分の部分波の方程式を

R(r) = rR(r)

について書くと前述のように、

R′′ −
(

U(r) +
�(� + 1)

r2

)
R = −k2R

となる。この方程式には 1次の微分項がないためその ロンスキー行列式は保存量
となる。ここで 3つの異る境界条件を満たす解を考えよう。

56

f(θ) =
1

2ik

∞∑

=0

(2� + 1)(S
 − 1)P
(cos θ)

→ 1
2ik

2iδ0 =
δ0

k

57

j
(x) x→0→ x


(2� + 1)!!

n
(x) x→0→ − (2� − 1)!!
x
+1
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• 物理的な解
原点での正則性を要求し規格化を

R = ψ�(k, r) → r�+1 (r → 0)

とする。規格化を除きこれがいままで議論してきた解である。

• Jost の解

R = f �
±(k, r) → e±ikr (k > 0, r → ∞)

ここでこれらの解の間の Wronskian を計算しておくと全て保存量であり、座標
に依存せず、58

W (f �
+(k, r), f �

−(k, r)) = −2ik

そこで
W (f �

±(k, r), ψ�(k, r)) = f �
±(k)

とおき
f �
±(k)

を Jost 関数という。
さらに方程式が２階であるから物理的な解は Jost の解でかけてその係数は Jost

関数で以下のように与えられる。

ψ�(k, r) =
−i

2k
{f �

−(k)f �
+(k, r) − f �

+(k)f �
−(k, r)}

また物理的な解の漸近形を考えて散乱行列の定義と比較すると59

f �
±(k) = (±)�f �(k)e∓iδ�(k)

58

W (f 

+(k, r), f 


−(k, r)) = det
(

f+ f−
f ′
+ f ′

−

)
= det

(
eikr e−ikr

ikeikr −ike−ikr

)
= det

(
eikr e−ikr

2ikeikr 0

)
= −2ik

59

ψ
(k, r) =
−if 


+(k)
2k

(
f 

−

f 

+

eikr − e−ikr

)
(r → ∞)

散乱行列の定義から

S
 = (−1)
 f 

−

f 

+

よって
f 

±(k) = (±i)
f 
(k)e∓iδ�(k)
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とかける。なお

S� = (−1)� f
�
−

f �
+

となる。
特に 波数 k を複素数まで解析接続した場合、実のエネルギーで

k = iκ, κ > 0

の時物理的な解が
ψ(iκ, r) → f �

−(iκ)e−κr − f �
+(iκ)eκr

となるので
f �

+(k = iκ) = 0

であれば全空間で規格化可能な解となり、束縛状態をあらわす。また上式より、こ
の束縛状態のエネルギーで散乱行列は極を持つことになる。

1

S(k = iκ)
= 0

またポテンシャルが実であることより以下の対称性が従う。

• ψ�(k, r) = ψ�(−k, r) = ψ�∗(k, r)

• f �
+(k, r) = f �

−(−k, r) よって f �
+(k) = f �

−(−k)

• f �
+
∗
(k, r) = f �

−(k, r) よって f �
+
∗
(k) = f �

−(k)

これら Jost 関数ならびに位相のずれを複素平面に解析接続する議論を進めると
位相のずれの解析から束縛状態の個数がきまることがわかる。これを Levinson

の定理とよぶ。

３次元井戸型ポテンシャルの場合の S 波散乱

波動関数 R = rR の満たすべき方程式, 特に S 波 � = 0 の場合を考えよう。

R′′＋ (k2 − U(r))R = 0

井戸型ポテンシャルの場合

U(x) =

{
U0 r ≤ a

0 otherwise

と仮定して
K2 = k2 − U0
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とおいて60

f in
0 =

1

ka
(Ka cot Ka − 1)

これから61

tan δ0 =
ka cot ka − Ka cotKa

ka + Ka cot Ka cot ka

よって低エネルギー ka << 1 においては62

tan δ0 = ka
1 − a

√
−U0 cot a

√
−U0

a
√
−U0 cot a

√
−U0

剛体球の場合 U0 → ∞ で
tan δ0 = −ka

60境界条件
R|r=0 = rR|r=0 = 0

を要求して

R = C sinKr
d log R

dr
=

d log(r−1R)
r

= −1
r

+ K
cosKr

sin Kr

f in
0 =

1
k

d log R

dr

∣∣∣∣
r=a

=
1
ka

(Ka cotKa − 1)

61

j0(x) =
sin x

x
, j′0(x) =

x cosx − sin x

x2
, n0(x) = −cosx

x
, n′

0(x) =
x sin x + cosx

x2
,

より x = ka として

tan δ0 =
j0(x)f in

0 − j′0(x)
n0(x)f in

0 − n′
0(x)

=
sin x

x
1
x(Ka cotKa − 1) − x cos x−sin x

x2

− cosx
x

1
x (Ka cotKa− 1) − x sin x+cos x

x2

=
sin xKa cotKa − x cosx

− cosxKa cotKa− x sin x
=

ka cot ka − Ka cotKa

ka + Ka cotKa cotka

62

Ka
ka→0→ a

√
−U0

tan δ0
ka→0→ ka

1 − a
√
−U0 cot a

√
−U0

a
√
−U0 cota

√
−U0
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と前の結果と一致し, 一般にポテンシャルが弱いければ a
√
−U0 について展開し、

63

tan δ0 → −U0ka3

3
≈ δ0

つまり引力なら δ0 > 0 斥力なら δ0 < 0 となる。
更に束縛状態に関してはこの節で議論している積分方程式の方法をもちいて束縛
状態を議論するには E < 0 でありかつE = �2k2

2m
で定まる k を k → iκ, (κ > 0)

とすることを思い出すと

R ≈ S�h
(1)(kr) + h(2)(kr) = S�h

(1)
0 (iκr) + h

(2)
0 (iκr)

h
(1)
0 (iκr) = j0(iκr) + in0(iκr) =

e−κr

iκr
, h

(2)
0 (iκr) = j0(iκr) − in0(iκr) =

eκr

iκr
,

より規格化していない波動関数に関して

S� → ∞

が必要なことがわかる。つまり、束縛状態のエネルギーは確かに散乱行列の極を
あたえることが確認できた。具体的には今の場合64

tan δ0 + i = 0

から定まる。

3 時間依存の散乱理論

3.1 リップマンーシュインガー方程式

ここでは時間に依存する形での散乱理論を議論し定常状態での議論との関係を
理解したい。まずシュレディンガー方程式は

i�
∂

∂t
|Ψ(t)〉S =H|Ψ(t)〉S

H =H0 + V

63

cotx =
1
x
− 1

3
x · · ·

より

tan δ0 → ka
1
3
(a
√

−U0)2 = −U0ka3

3

64

S0 =
eiδ0

e−iδ0
=

cot δ0 + i

cot δ0 − i
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ここで V = 0 のときの形式解に注意して

|Ψ(t)〉S =e−iH0t/�|Ψ(t)〉

とすれば (|Ψ(t)〉 を相互作用表示と呼ぶ。) 65

i�
∂

∂t
|Ψ(t)〉 =V (t)|Ψ(t)〉

V (t) =eiH0t/�V e−iH0t/�

これから

|Ψ(t)〉 =U+(t)|Ψ(−∞)〉

として66

U+(t) =1 +
1

i�

∫ t

−∞
dτ V (τ)U+(τ)

特に

|Ψ(+∞)〉 =S|Ψ(−∞)〉

として S = U+(+∞).

S =1 +
1

i�

∫ ∞

−∞
dτ V (τ)U+(τ)

65

i�
∂

∂t
|Ψ(t)〉S =H0e

−iH0t/�|Ψ(t)〉 + e−iH0t/�i�
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = (H0 + V )e−iH0t/�|Ψ(t)〉

i�
∂

∂t
|Ψ(t)〉 =eiH0t/�V e−iH0t/�|Ψ(t)〉

i�
∂

∂t
|Ψ(t)〉 =V (t)|Ψ(t)〉

V (t) =eiH0t/�V e−iH0t/�

66

i�
∂

∂t
U+(t) =V (t)U+(t)

U+(−∞) =1

積分形では

U+(t) =1 +
1
i�

∫ t

−∞
dτ V (τ)U+(τ)
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ここで時間 t → ±∞ において相互作用が断熱的に消え H → H0 となるような
状況を考える。そのために

V (t) →V (t)e−0|t|/� = V ε(t)

としよう。この仮定の下で、初期状態として特にH0の固有状態 |Φi〉 = 1√
(2π)3

eiki·r

をとれば67 68

|Ψ(−∞)〉 =|Φi〉
H0|Φi〉 =Ei|Φi〉
〈Φi|Φj〉 =1ij = δ(ki − kj)

t : −∞ → +∞ における遷移確率 Wji として

Wji =|〈Φj |SΦi〉|2 = |Sji|2

となる。ここで

T =S − 1

とすれば

i �= j, Wji = |Tji|2

Tji =
1

i�

∫ ∞

−∞
dτ 〈Φj |V ε(τ)U ε

+(τ)|Φi〉

=
1

i�

∫ ∞

−∞
dτ eiEjτ/�〈Φj |V e−iH0τ/�e−0|τ |/�U+(τ)|Φi〉

よって

|Ψ(+)
i (E)〉 =

∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�U+(τ)|Φi〉

として

Tji =
1

i�
〈Φj |V |Ψ(+)

i (Ej)〉

67V = 0 の場合相互作用表示の波動関数は定常状態の波動関数となる．
68

〈Φi|Φj〉 =
1

(2π)3

∫
dr e−i(ki−kj)·r = 1ij = δ(ki − kj)
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U+ の積分方程式より69 70

69

|Ψ(+)
i (E)〉 =

∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�

(∫ τ

−∞
dτ ′ V ε(τ ′)U ε

+(τ ′)
)
|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

−∞
dτ ′
∫ ∞

τ ′
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�V ε(τ ′)U ε

+(τ ′)|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

−∞
dτ ′
∫ ∞

τ ′
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�e−0|τ ′|/�eiH0τ ′/�V e−iH0τ ′/�U ε

+(τ ′)|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

−∞
dτ ′e−0|τ ′|/�

∫ ∞

τ ′
dτe−0|τ |/� ei(E−H0)τ/�eiH0τ ′/�V e−iH0τ ′/�U ε

+(τ ′)|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

−∞
dτ ′e−0|τ ′|/�

∫ ∞

τ ′
dτe−0|τ |/� ei(E−H0)(τ−τ ′)/�V ei(E−H0)τ

′/�U ε
+(τ ′)|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

−∞
dτ ′e−0|τ ′|/�

∫ ∞

0

dτe−0|τ |/� ei(E−H0)τ/�V ei(E−H0)τ ′/�U ε
+(τ ′)|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

0

dτe−0|τ |/� ei(E−H0)τ/�V

∫ ∞

−∞
dτ ′e−0|τ ′|/� ei(E−H0)τ ′/�U ε

+(τ ′)|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1
i�

∫ ∞

0

dτe−0τ/� ei(E−H0)τ/�V |Ψ(+)
i (E)〉

70デルタ関数の定義に注意

1
x ± i0

=P
1
x
∓ iπδ(x)

δ(x) = − 1
2πi

(
1

x + i0
− 1

x − i0

)
=

1
π

Im
1

x − i0
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|Ψ(+)
i (E)〉 =

∫ ∞

−∞
dτ ei(E−Ei)τ/�e−0|τ |/�|Φi〉

+
1

i�

∫ ∞

0

dτe−0τ/� ei(E−H0)τ/�V |Ψ(+)
i (E)〉

=2π�δ(E − Ei)|Φi〉 +
1

E + i0 − H0
V |Ψ(+)

i (E)〉

そこで

|Ψ(+)
i (E)〉 =2π�δ(E − Ei)|Ψ(+)

i 〉 (∗)

と書けば

|Ψ(+)
i 〉 =|Φi〉 +

1

E + i0 − H0

V |Ψ(+)
i 〉

とリップマンーシュインガーの方程式が導ける．なおここで (∗) は71

e−iH0t/�U+(t)|Φi〉 =e−iEit/�|Ψ(+)
i 〉

この左辺は シュレディンガー表示の波動関数であり |Ψ(+)
i 〉は定常状態の波動関数

とみなせる．72

∫ ∞

0

dτ e−0 τ/�+i(E−H0)τ/� =
∫ ∞

0

dτ ei(E+i0−H0)τ/� = −�

i

1
E + i0 − H0

= −�

i

(
P

1
E − H0

− iπδ(E − H0)
)

71

|Ψ(+)
i (E)〉 =

∫ ∞

−∞
dτ ei(E−H0)τ/�U+(τ)|Φi〉

=
∫ ∞

−∞
dτ ei(E−Ei)τ/�|Ψ(+)

i 〉

e−iH0τ/�U+(τ)|Φi〉 =e−iEiτ/�|Ψ(+)
i 〉

72ここで相互作用表示の状態ベクトル |Ψ(t)〉 シュレディンガー表示の状態ベクトル |Ψ(t)〉S の
間の関係より

e−iH0t/�U+(t)|Φi〉 =e−iH0t/�|Ψi(t)〉 = |Ψi(t)〉S = e−iEit/�|Ψ(+)
i 〉

最後の議論で |Ψi(t)〉 が |Φi〉 と同じエネルギー Ei を持つとした．精密には系を一辺 L の箱に入
れて考え，そのときのエネルギー解像度よりゆっくりと断熱的に相互作用が加えられるものとす
る．さらにその相互作用はポテンシャルが局所的であることより 1/L3 程度のエネルギーシフトの
みをあたえることに注意して L → ∞ の極限をとったと考える．
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3.2 光学定理

さらに73

Tji ≡− 2πiδ(Ei − Ej)T jiとして

T ji =〈Φj |V |Ψ(+)
i 〉

これから単位時間当たりの i → j への散乱確率は次のとおりとなる．74

wji =
2π

�
δ(Ei − Ej)|T ji|2

|Ψ(+)
i 〉 ≈ |Φi〉 と近似した場合フェルミの黄金率と呼ばれる．
ここでまずグリーン関数について

G+
0 =

1

E + i0 − H0

G+ =
1

E + i0 − H
=

1

E + i0 − H0 − V
= [(G+

0 )−1 − V ]−1 = [(1 − V G+
0 )G+

0
−1

]−1

=G+
0 (1 − V G+

0 )−1 = G+
0 + G+

0 (V G+
0 ) + G+

0 (V G+
0 )2 + · · ·

=G+
0 + (G+

0 V )G+
0 + (G+

0 V )2G+
0 + · · · = (1 − G+

0 V )−1G+
0

73

|Ψ(+)
i (E)〉 =2π�δ(E − Ei)|Ψ(+)

i 〉

Tji =
1
i�

〈Φi|V |Ψ(+)
i (Ej)〉

= − 2πiδ(Ej − Ei)T jiより

T ji =〈Φj |V |Ψ(+)
i 〉

74

Wji =4π2
(
δ(Ei − Ej)

)2|T ji|2

=4π2δ(Ei − Ej)|T ji|2(
1

2π�
)
∫ ∞

−∞
dτ ei(Ei−Ej)τ/�

=
2π

�
δ(Ei − Ej)|T ji|2

∫ ∞

−∞
dτ 1

wji =
Wji∫∞

−∞ dτ 1
=

2π

�
δ(Ei − Ej)|T ji|2
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一方 LS 方程式を書き直して

|Ψ(+)
i 〉 =|Φi〉 + G

(+)
0,i V |Ψ(+)

i 〉 = (1 + G+
0,iV + (G+

0,iV )2 + · · · )|Φi〉 = (1 + G+
i V )|Φi〉,

G+
0,i = G+

0 (Ei), G+
i = G+(Ei)

V |Ψ(+)
i 〉 =V (1 + G+

i V )|Φi〉 ≡ T (Ei)|Φi〉
T (E) =V (1 + G+(E)V )

|Ψ(+)
i 〉 =

(
1 + G+

0 (Ei)T (Ei)
)
|Φi〉

ここで |Ψ(+)
i 〉 と |Φi〉 とは前ページの用にユニタリ変換で結び付いているので

〈Ψ(+)
j |Ψ(+)

i 〉 =〈Φj |Φi〉

一方

T ji =〈Φj |V |Ψ(+)
i 〉 = 〈Φj |Ti|Φi〉

と書いて

〈Ψ(+)
j |Ψ(+)

i 〉 =〈Φj |Φi〉 + 〈Φj |G+
0iTi|Φi〉 + 〈Φj |T ∗

j G+∗
0,j |Φi〉 + 〈Φj |T ∗

j G+∗
0,jG

+
0,iTi|Φi〉

より75

−Im T ii =π
∑

k

δ(Ei − Ek)|T ik|2

75

0 =
1

Ei − Ej + i0
〈Φj |Ti|Φi〉 +

1
Ej − Ei − i0

〈Φj |T ∗
j |Φi〉

+
∑

k

〈Φj |T ∗
j G+∗

0,j |Φk〉〈Φk|G+
0,iTi|Φi〉

=
1

Ei − Ej + i0
〈Φj |Ti|Φi〉 +

1
Ej − Ei − i0

〈Φj |T ∗
j |Φi〉

+
∑

k

1
Ej − Ek − i0

1
Ei − Ek + i0

〈Φj |T ∗
j |Φk〉〈Φk|Ti|Φi〉

=
(

P
1

Ei − Ej
− iπδ(Ei − Ej)

)
(T ji − T ∗

ij)

+
1

Ej − Ei − i0

∑
k

(
1

Ei − Ek + i0
− 1

Ej − Ek − i0

)
T ∗

kjT ki

=
(

P
1

Ei − Ej
− iπδ(Ei − Ej)

)
(T ji − T ∗

ij)

+
1

Ej − Ei − i0

∑
k

(
P

1
Ei − Ek

− P
1

Ej − Ek
− iπ

(
δ(Ei − Ek) + δ(Ej − Ek)

))
T ∗

kjT ki

=
(

P
1

Ei − Ej
− iπδ(Ei − Ej)

)
(T ji − T ∗

ij)

−
(

P
1

Ei − Ej
− iπδ(Ei − Ej)

)∑
k

(
P

1
Ei − Ek

− P
1

Ej − Ek
− iπ

(
δ(Ei − Ek) + δ(Ej − Ek)

))
T ∗

kjT ki

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



— 量子力学第３: 散乱理論 — 2005 冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日) 59

なおこれは S†S = 1 に等しい。76

またこれは次の光学定理とも同値である。77

Im f(0) =
ki

4π

∫
dΩk|f(θk)|2

よって

(T ji − T ∗
ij) =

∑
k

(
P

1
Ei − Ek

− P
1

Ej − Ek
− iπ

(
δ(Ei − Ek) + δ(Ej − Ek)

))
T ∗

kjT ki

ここで i = j として

2iImT ji =
∑

k

−2iπδ(Ei − Ek)|T ki|2

76

(1 + T †)(1 + T ) =1

−(T + T †) =T †T

2πiδ(Ei − Ej)(T ij − T †
ij) = − (2πi)2

∑
k

δ(Ei − Ek)δ(Ek − Ej)T
†
ikT kj

2πiδ(Ei − Ej)(T ij − T ∗
ji) =4π2δ(Ei − Ej)

∑
k

δ(Ei − Ek)T ∗
kiT kj

i = j として − Im T ii =π
∑

k

δ(Ei − Ek)|T ik|2

77

∑
k

δ(Ei − Ek) =
∫

dk k2
kδ(

�
2

2m
(k2

i − k2
k))
∫

dΩk

=
2m

�2

∫
dk k2

k

1
2kk

δ(ki − kk)
∫

dΩk

f(θij) = − 2m

�2

(2π)3

4π
T ij

Im f(0) =π
2m

�2

∫
dkk

1
2kk

δ(ki − kk)k2
k

�
2

2m

4π

(2π)3

∫
dΩk|f(θk)|2

=
ki

4π

∫
dΩk|f(θk)|2
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第 II部

相対論的量子力学
電子のスピンを議論するためにはどうしても相対論的効果の議論が必須である。以
下の数節でそれを行おう。

4 特殊相対論 (古典論)

まず相対論の古典論の復習から始めよう。以下次の記法を用いよう。

xμ = (x0, x1, x2, x3 = (ct, x, y, z)

またいわゆる特殊相対論における計量テンソル (後述)として

gμν = gνμ = diag (1,−1,−1,−1)

gμν = gνμ = (gμν)
−1 = diag (1,−1,−1,−1)

gμνg
νρ = δμ

ρ

をとり添え字の上げ下げを

aμ = gμνa
ν

などとして行う。これより

gμ
ν = gμλgλν = δμ

ν

また一般に

a0 = a0, a1 = −a1, a= − a2, a3 = −a3

これらの記法により

aμbμ = a0b0 − �a ·�b = a0b0 − �a ·�b

また

∂μ =
∂

∂xμ
=

(
1

c

∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
として

∂μ∂μ =
1

c2

∂2

∂t2
− Δ = −�
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4.1 ローレンツ変換

ここでローレンツ変換とはノルム |x|2 = gμνx
μxν を保存する実の線形変換 (座標

変換)を指す。(時空間に固定された点を異なる座標系で計った時の座標を xμ, x′μ′

などとして)

x′μ′
= Ωμ′

νx
ν

(Ωμ′
ν)

∗
= Ωμ′

ν

|x′|2 = |x|2

g′
μ′ν′x′μ′

x′ν′
= gμνx

μxν

g′
μν = gμν = diag (1,−1,−1,−1)

これから以下の条件が導ける。78 79 80

gλκ = g′
μ′ν′Ωμ′

λΩν′
κ

δρ
κ = gρ

κ = Ωμ′ρΩμ′κ = (Ωμ′ρΩμ′
κ)

78

gμνgνλ =δλ
μ

=gλ
μ

79

x′μ′
= Ωμ′

νxν

(Ωμ′
ν)

∗
= Ωμ′

ν

g′μ′ν′x′μ′
x′ν′

= g′μ′ν′Ωμ′
λxλΩν′

κxκ = gλκxλxκより

gλκ = g′μ′ν′Ωμ′
λΩν′

κ

さらにδρ
κ = gρλgλκ

= gρλg′μ′ν′Ωμ′
λΩν′

κ

= Ωμ′ρΩμ′κ

80任意の量 X, Y について

XμYμ =XκgκμY λgλμ = XκY λgκ
λ = XκY κ
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逆変換は81

x′μΩμ
κ = xκ

なおつぎの関係式も成立する。82

ΩνκΩ
ρκ = δρ

ν

= Ων
κΩρ

κ = gρ
ν

これらはあわせて次のように表現できる。83

(Ω−1)μ
ν =(Ω)ν

μ

(Ω−1)μ
ν

=Ων
μ

(Ω−1)μν =Ωνμ

(Ω)μν ≡Ωμνとして

Ω̃Ω = ΩΩ̃ =I

81

x′μgμρ = gρμΩμ
νxν = Ωρνxν

x′μgμρΩρκ = ΩρκΩρνxν

x′μΩμ
κ = δκ

ν xν = xκ

82

gρκxρxκ = gρκx′νΩν
ρx′μΩμ

κ = gνμx′νx′μ

gρκΩν
ρΩμ

κ = ΩνκΩμ
κ = gνμ

ΩνκΩρκ = gνμgμρ = δρ
ν

83

(Ω−1)μ
ν =(Ω)ν

μ

としてみれば

(Ω−1)μ
νΩν

κ =(Ω)ν
μΩν

κ = δμ
κ

Ωμ
ν(Ω−1)ν

κ =Ωμ
νΩκ

ν = δμ
κ

さらに

(Ω−1)μ
ν

=((Ω−1)−1)ν
μ = Ων

μ
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ローレンツ変換の例

• z− 軸まわりの φ 回転

⎛⎜⎜⎜⎝
ct′0

x′

y′

z′

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 cos φ sin φ 0

0 − sin φ cos φ 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

ct0

x

y

z

⎞⎟⎟⎟⎠
• x− 軸方向の 速度 v = c tanhφ の特殊ローレンツ変換84

⎛⎜⎜⎜⎝
ct′

x′

y′

z′

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
cosh φ − sinh φ 0 0

− sinh φ cosh φ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

ct

x

y

z

⎞⎟⎟⎟⎠

テンソル

ある時空 P の物理量 O(P ) が座標変換 x → x′ (ある座標系で {xμ} と指定され
る時空の点 P ({xμ}) が異なる座標系 ′ 系では P ({x′μ}) と指定される。この関係
より x′μ = x′μ({xν}) なる関数関係が定まる。)のもとでつぎの変換則に従うとき
以下の各々の名前でよばれる。

∂x′μ′

∂xν
≡xμ′

,ν = Ωμ′
ν

∂xν

∂x′μ′ ≡xν
,μ′ = Ωμ′ν

xμ′
,ν xν

,κ′ =
∂x′μ′

∂xν

∂xν

∂x′κ′ = δμ′
κ′

xμ
,ν′x

ν′
,κ =

∂xμ

∂x′ν′
∂x′ν′

∂xκ
= δμ

κ

• スカラー

T ′ = T

84これは x = 0 として

t′ = t coshφ, x′ = −ct sinhφ

x′

t′
= −c tanhφ

これは x′-系が速度 −c tanhφ で x-系に対して等速度運動していることを意味する。
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• 反変ベクトル

T ′μ′
=

∂x′μ′

∂xν
T ν = xμ′

,ν T ν = Ωμ′
νT

ν

• 共変ベクトル

T ′
μ =

∂xν

∂x′μ Tν = Ωμ
νTν

• 反変 1 階、共変 2 階のテンソル (例)

T ′μ1
κ1κ2 =

∂x′μ1

∂xν1

∂xρ1

∂x′κ1

∂xρ2

∂x′κ2
T ν1

ρ1ρ2 = Ωμ1
ν1Ωκ1

ρ1Ωκ2

ρ2T ′ν1
ρ1ρ2

• 例えば 反変ベクトルと共変ベクトルの縮約AμBμ はスカラーである。85

• 逆に反変ベクトルとの縮約がスカラーとなるものは共変ベクトルであること
も示せる。

• gμν は２階の共変テンソルである。86

4.2 自由粒子の作用

このとき作用積分として次のものをとろう。

S = −mc

∫ b

a

ds =

∫ tb

ta

L dt

ds2 = gμνdxμdxν

L = −mc

√
gμν

dxμ

dt

dxν

dt
= −mc2

√
1 − �v 2

c2
, �v =

d�r

dt
= �̇r

85

A′μB′
μ = Ωμ

νAνΩμ
κBκ = Ωμ

νΩμ
κAνBκ = gμρΩρνgμηΩηκAνBκ = ΩρνΩρκAνBκ = AνBν

86

ds′2 = g′μνdx′μdx′ν = g′μν

∂x′μ

∂xρ
dxρ ∂x′ν

∂xκ
dxκ

ds2 = gρκdxρdxκ

より ds = ds′ から

g′μν

∂x′μ

∂xρ

∂x′ν

∂xκ
= gρκ

g′μν =
∂xρ

∂x′μ
∂xκ

∂x′ν gρκ
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ローレンツ変換 x′μ = Ωμ
νx

ν で ( g′ = g ) で線素は不変 ds = ds′ であり、これ
はすなわち作用をローレンツ不変な形にあたえることができたことを意味する。
非相対論極限では

L → −mc2(1 − 1

2

v2

c2
) = −mc2 +

1

2
mv2

と定数を除いて運動エネルギーを確かに与える。
運動量は

�p =
∂L

∂�̇r
=

∂L

∂�v
=

m�v√
1 − �v 2

c2

≡ M�v

M =
m√

1 − �v 2

c2

となり M を相対質量とよぼう。さらにハミルトニアン H すなわちエネルギー E

は

H = E = �p · �̇r − L = �p · �v − L

=
mv2√
1 − �v 2

c2

+ mc2

√
1 − �v 2

c2
=

mc2√
1 − �v 2

c2

= Mc2

とあたえられ非相対論極限で

E → mc2(1 +
1

2

v2

c2
) = mc2 +

1

2
mv2

となり、静止エネルギー mc2 が自然にあらわれる。またエネルギーと運動量の間
に次の関係が導かれる。87

c�p =
�v

c
E

H = E = c
√

p2 + m2c2

87


p = 
v
E

c2

を使ってエネルギーの式から v を消去すると

E2(1 − v2

c2
) = m2c4

E2(1 − c2 p2

E2
) = m2c4

E2 = m2c4 + c2p2
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特に超相対論的 v ≈ c な時88 E ≈ cp 特に光に対しては

E = cp

となる。
正準方程式は89

�̇r = �v =
∂H

∂�p
=

c2�p

E

�̇p = −∂H

∂�r
= 0

第一式より �p = E�v
c2

= M�v 第 2式へこれを代入して

�̇p =
d(M�v)

dt
=

d

dt

m�v√
1 − v2

c2

= 0

これが運動方程式となる。
よりローレンツ不変性をあきらかな形で議論すれば変分原理より曲線のパラメ

ター τ 微分を ′ で書いて作用を一般のパラメター τ で書き直し一般のパラメター

に対するラグランジアンをまた L と書き (S =

∫ τb

τa

L dτ ) 90

δL

δxμ
=

∂L

∂xμ
− d

dτ

∂L

∂xμ′ = −mc
d

dτ

(
gμνx

ν ′√
gρκxρ′xκ′

)
= 0

88

p2

E
≈ m√

1 − �v 2

c2

=
E

c2

E ≈ cp

89


̇r =
v =
∂H

∂
p
= c

2
p

2
√

p2 + m2c2
=

c2
p

E

90

L = −mc

√
gμν

dxμ

dτ

dxν

dτ
= −mc

√
gμνxμ′xν ′

δL

δxμ
=

∂L

∂xμ
− d

dτ

∂L

∂xμ′ = −mc
d

dτ

(
gμνxν ′
√

)
= 0
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ここでパラメター τ を ds = cdτ ,( xμ′xμ
′ = c2) (固有時と呼ぶ。) ととれば91 92

d2xκ

dτ 2
= 0

これをもって自由粒子と考える。また τ = t とすれば μ = 0 成分の関係式は93

d

dt

mc2√
1 − v2

c2

= dE
dt

= 0

とエネルギーが保存することを意味し、μ = i = 1, 2, 3 から運動量の保存94

d

dt

mc�̇r√
1 − v2

c2

= �0

91ここでパラメター τ を ds = cdτ ,( xμ′xμ
′ = c2 ) ととれば

s =
∫ s

sa

ds =
∫ τ

τa

√
gμν

dxμ

dτ

dxν

dτ
dτ =

∫ τ

τa

√
xμ′xν

′dτ

ds =
√

xμ′xν
′dτ = cdτ

xμ′xν
′ =c2

92

gκμ δL

δxμ
= = −mcgκμ d

dτ
gμνxν ′ = −mcδκ

ν
d2xν

dτ2
= −mc

d2xκ

dτ2
= 0

93

d

dt

c

c
√

1 − v2

c2

=0

94

d

dt

−ẋμ

c
√

1 − v2

c2

=0
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が出る。後述のように４元運動量を pμ =
∂L

∂ẋμ
95

p0 = −Mc = −E

c

pi = px,y,z =

(
m�̇r√
1 − v2

c2

)
i

とすると、これはローレンツ変換に関して共変ベクトルとなる。　

4.3 電磁場中の粒子の運動 (ラグランジェ形式)

このとき作用積分として次のものをとろう。

S = S0 + Sel

S0 = −mc

∫ b

a

ds = −mc

∫ τb

τa

dτ
√

gμνxμ′xν ′ =

∫ tb

ta

dt L0

L0 = −mc
√

gμν ẋμẋν

Sel = −e

∫
Aμdxμ = −e

∫ τb

τa

Aκx
κ′dτ =

∫ tb

ta

dt Lel

Lel = −eAμ
dxμ

dt
= −eφ + e�̇r · �A

ここで 4元ベクトルポテンシャルは

A0 = A0 =
1

c
φ

Ai = −Ai, A1 = Ax, A
2 = Ay, A

3 = Az

ẋμ =
dxμ

dt
は 4元速度である。

なおこの作用のローレンツ不変性は Aμ が共変ベクトルであることから従う。ま
た、この Aμ の共変性はMaxwellの方程式および電荷の保存則より観測事実とし
て従う。96

95

pμ = −mc
gμν ẋν√
gμν ẋμẋν

p0 = −mc
c

c
√

1 − v2

c2

= −Mc = −E

c

pi = px,y,z = −mc
−ẋi

c
√

1 − v2

c2

=
(

m
̇r√
1 − v2

c2

)
i

96この Aμ の共変性はMaxwellの方程式および電荷の保存則より観測事実として従う。
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詳しくは後述の議論からMaxwellの方程式は 
B = div 
A, 
E = −∂ �A
∂t − 
∇φ として次の２式に

等価である。

� 
A = Δ 
A − 1
c2

∂2 
A

∂t2
= 
∇(div 
A +

1
c2

∂φ

∂t
) − μ0


j

Δφ = − ∂

∂t
div 
A − ρ

ε0

これはローレンツ条件 (ゲージ)といわれる条件

div 
A +
1
c2

∂φ

∂t
=

∂Aμ

∂xμ
= ∂μAμ = 0

のもとで

� 
A = −μ0

j

�φ = −c2μ0ρ

となる。ここで４元カレント jμ を

j0 = cρ, j1 = jx, j2 = jy, j3 = jz

と定義すればMaxwellの方程式は

�Aμ = −μ0j
μ

となる。
一方電荷の保存則

0 = div
j +
∂ρ

∂t
= ∂μjμ

は (実験的に)ローレンツ不変であるから jμ は反変ベクトルであり、従って Aμ も反変ベクトルと
なる。なおローレンツ条件 ∂μAμ = 0 はスカラーに対する関係式となりローレンツ変換に対して
不変であり

�∂μAμ = −μ0∂μjμ = 0

と場の方程式と両立する。
またゲージ変換


A → 
̄A = 
A + 
∇χ

φ → φ̄ = φ − ∂χ

∂t

は

Aμ → Āμ = Aμ + ∂μχ

と書ける。
つぎに 
E, 
B を４元形式で書こう。そこで２階の共変テンソルを

fμν ≡ ∂μAν − ∂νAμ = −fνμ
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この作用に変分原理を適用して運動方程式は97 パラメターを固有時にとってロー

とすると

f01 = ∂0A1 − ∂1A0 = −1
c

∂Ax

∂t
− 1

c

∂φ

∂x
=

1
c
Ex

f02 =
1
c
Ey

f03 =
1
c
Ez

f12 = ∂1A2 − ∂2A1 = −∂Ay

∂x
+

∂Ax

∂y
= −Bz

f13 = ∂1A3 − ∂3A1 = −∂Az

∂x
+

∂Ax

∂z
= By

f23 = ∂2A3 − ∂3A2 = −∂Az

∂y
+

∂Ay

∂z
= −Bx

まとめて

fμν =

⎛⎜⎜⎝
0 Ex

c
Ey

c
Ez

c

−Ex

c 0 −Bz By

−Ey

c Bz 0 −Bx

−Ez

c −By Bx 0

⎞⎟⎟⎠
確かにこれらはゲージ変換で不変である。

f̄μν = ∂μĀν − ∂νĀμ

= ∂μ(Aν + ∂νχ) − ∂ν(Aμ + ∂μχ) = fμν

97

δL0

δxμ
= mc

d

dτ

(
gμνxν ′√
gαβxα′xβ ′

)
δLel

δxμ
= −e

(
∂μ(Aκxκ′) − dAμ

dτ

)
= −e

(
∂μ(Aκxκ′) − xν ′∂νAμ

)
= −e

(
xκ′∂μAκ − xν ′∂νAμ

)
= −e(∂μAν − ∂νAμ)xν ′ = −fμνxν ′ = fνμxν ′

よりパラメターを固有時にとって

mgμν
d2xν

dτ2
+ e

dxν

dτ
fνμ = 0

mgρμgμν
d2xν

dτ2
= −egρμ dxν

dτ
fνμ

m
d2xρ

dτ2
= −e

dxν

dτ
fν

ρ = −e
dxν

dτ
fνρ
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レンツ不変な形では

m
d2xρ

dτ 2
= −e

dxν

dτ
f νρ

fμν = ∂μAν − ∂νAμ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 Ex

c

Ey

c
Ez

c

−Ex

c
0 −Bz By

−Ey

c
Bz 0 −Bx

−Ez

c
0 Bx 0

⎞⎟⎟⎟⎠
これを

m
d2xρ

dτ 2
= F ρ

F ρ = −e
dxν

dτ
f νρ

と書いて　F ρ を４元力と呼ぶ。この運動方程式は４つすべてが独立ではなくその
間に１つの線形関係98

uμF
ν = 0

uμ =
dxμ

dτ

が存在する。ここで uμ は４元速度であり

uμuμ = c2

uμ = (c
dt

dτ
, �v

dt

dτ
)

τ = t とすれば

m
d

dt

gμν ẋν√
1 − v2

c2

= eẋκfμκ

dπμ

dt
= eẋκfμκ, (πμは一般のパラメターτとして時間 tをとる、つまりτ = tとしたときに使おう)

πμ = m
gμν ẋν√
1 − v2

c2

= Mgμν ẋν = Mẋμ

πμπμ =
m2ẋμẋμ

1 − v2

c2

=
m2(c2 − v2)

1 − v2

c2

= m2c2

98

dxμ

dτ
Fμ = −e

dxμ

dτ

dxκ

dτ
fκμ = 0 fκμの反対称性
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である。99

またこの運動方程式は時間 t を使えば次のようにかける。100

dπμ

dt
= eẋκfμκ

πμ = m
gμν ẋ

ν√
1 − v2

c2

= Mẋμ = muμ

πμπμ = m2c2

これを各成分で書けば101

99これを書き直せば

u0 = c
dt

dτ

ui =
dxi

dτ

√( dt

dτ

)2 − 1
c2

( dt

dτ

̇r
)2

= 1

dt

√
1 − v2

c2
= dτ

Mẋμ =
m√

1 − v2

c2

ẋμ =
m√

1 − v2

c2

dxμ

dt
= m

dxμ

dτ
= muμ

100

πμπμ =M2c2 − 
π2 = m2c2


π =M
v = (π1, π2, π3) = (−π1,−π2,−π3)

101

π0 =
mc · 1√
1 − v2

c2

= Mc

π1 =
−mẋ√
1 − v2

c2

= −Mẋ = −π1 = −πx

π2 = −Mẏ − π2 = −πy, π3 = −Mż = −π3 = −πz

第 0成分より

dπ0

dt
= c

dM

dt
= eẋκf0κ =

e

c
(ẋEx + ẏEy + żEz)

d(Mc2)
dt

= e
v · 
E
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d(Mc2)

dt
= e�v · �E

d�π

dt
= e( �E + �v × �B)

M2c2 − �π2 = m2c2

ここで

M =
m√

1 − v2

c2

�π = M�v = (π1, π2, π3) = (−π1,−π2,−π3)

�v = �̇r

さらに次式が確認できるから

�v · dπ

dt
= e �E · �v =

dMc2

dt

運動方程式としては d�π
dt

= e( �E + �v × �B) のみが独立である。102

第 1成分より

dπ1

dt
= −d(Mẋ)

dt
= eẋκf1κ = e

(
− c

c
Ex − ẏBz + żBy

)
dπx

dt
= e( 
E + 
̇r × 
B)x

同様に
dπy

dt
= e( 
E + 
̇r × 
B)y ,

dπz

dt
= e( 
E + 
̇r × 
B)z

102


v · d
π

dt
= e 
E · 
v

=
dM

dt

v2 + M
v · d
v

dt

=
dM

dt
v2 +

1
2
M

dv2

dt

= m
d
dt

v2

c2

2(1 − v2

c2 )3/2
v2 +

1
2
M

dv2

dt

= m
v2 + (1 − v2

c2 )c2

2(1 − v2

c2 )3/2

d

dt

v2

c2
=

m

2(1 − v2

c2 )3/2

dv2

dt
=

dMc2

dt


v · dπ

dt
= e 
E · 
v =

dMc2

dt
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4.4 電磁場中の粒子の運動 (ハミルトン形式)

上記の議論をハミルトニアン形式で行おう。まず正準運動量を次のように定義
する。(τ = t) 103

pμ =
∂L

∂ẋμ

= − mẋμ√
1 − v2

c2

− eAμ = −Mẋμ − eAμ

各成分で書けば

p0 = −Mc − e

c
φ

p1 = Mẋ + eAx ≡ px

p2 = Mẏ + eAy ≡ py

p3 = Mż + eAz ≡ pz

�p = �π + e �A

103

pμ =
∂L

∂ẋμ

= −mc
gμν ẋν√
gμν ẋμẋν

− eAμ

= − mẋμ√
1 − v2

c2

− eAμ = −Mẋμ − eAμ

= −πμ − eAμ

p0 = −Mc− eA0 = −Mc − e

c
φ

p1 = −Mẋ1 − eA1 = +Mẋ + eAx

p2 = −Mẋ2 − eA2 = +Mẏ + eAy

p3 = −Mẋ3 − eA3 = +Mż + eAz
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ハミルトニアン H は次のように定義される。104 105

H =
∑

μ=1,2,3

pμẋ
μ − L

= c
√

�π2 + m2c2 + eφ

= c

√
(�p − e �A)2 + m2c2 + eφ

104


π = M
v = 
p − e 
A

M2c2 = 
π2 + m2c2

より

Mc =
√


π2 + m2c2

またはより具体的に

(
p − e 
A)2 = M2v2

(
p − e 
A)2 + m2c2 =
m2v2

1 − v2

c2

+ m2c2 = m2 v2 + c2(1 − v2

c2 )

1 − v2

c2

= m2 c2

1 − v2

c2√
(
p − e 
A)2 + m2c2 =

mc√
1 − v2

c2

= Mc

よって

Mc2 = c

√
(
p − e 
A)2 + m2c2

105

H =
∑

μ=1,2,3

pμẋμ − L

=
∑

μ=0,1,2,3

pμẋμ − p0ẋ
0 − L

= −p0ẋ
0 + pμẋμ − L

= −p0ẋ
0 − Mẋμẋμ − eAμẋμ − (−mc2

√
1 − v2

c2
− eAμẋμ)

= −p0ẋ
0 − M(c2 − v2) + mc2

√
1 − v2

c2

= −p0ẋ
0 = Mc2 + eφ

= c
√


π2 + m2c2 + eφ

= c

√
(
p − e 
A)2 + m2c2 + eφ
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なお非相対論的極限 (�p−e �A)2

2m
<< mc2 では106

H ≈ mc2 +
(�p − e �A)2

2m
+ eφ

議論を続けて正準方程式より107

�v ≡ �̇r =
�π

M

�̇p = e�∇( �A · �v − φ)

106

H =mc2

√
1 +

1
m2c2

(
p − e 
A)2 + eφ

≈mc2(1 +
1
2
(
p − e 
A)2) + eφ = mc2 +

(
p − e 
A)2

2m
+ eφ

107正準方程式は


̇r =
∂H

∂
p


̇p = −∂H

∂
r

であり、第１式よりMc =
√


π2 + m2c2, 
π = 
p − e 
A = M
v に注意して


v ≡ 
̇r =
∂H

∂
p

= c

π√


π2 + m2c2

=

π

M

また第２式より 
π = M
v から


̇p = −∂H

∂
r

= c
e
∇(
π · 
A)√

π2 + m2c2

− e
∇φ, (
∇はπを微分しないものとする)

= e(
∇( 
A · 
v) − 
∇φ), (
∇は vを微分しないものとする :通常の記法)

= e
∇( 
A · 
v − φ)
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ここで �p = �π + e �A よりこの正準方程式は

d�π

dt
= e�∇( �A · �v − φ) − e

d �A

dt

= e�∇( �A · �v − φ) − e
∂ �A

∂t
− e(�v · �∇) �A

(�∇は vを微分しないものとする :通常の記法)

= e �E + e
(
�∇( �A · �v) − (�v · �∇) �A

)
= e( �E + �v × �B)

と前述の運動方程式を与える。非相対論的極限は自明であろう。108

108v は 
r とは独立と考えているから 
A× ( 
B × 
C) = ( 
A · 
C) 
B − ( 
A · 
B)
C = 
B( 
A · 
C)− ( 
A · 
B)
C
より


v × rot 
A = 
v × (
∇× 
A)

= 
∇(
v · 
A) − (
v · 
∇) 
A

または

(
v × rot 
A)i = εijkvjεklm∂lAm = (δilδjm − δimδjl)vj∂lAm

= vj∂iAj − vj∂jAi
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5 ディラック方程式

5.1 ディラック方程式の導出

前節でもとめた相対論的ハミルトニアンに基づき量子化の手続きを進めよう。す
なわち古典的ハミルトニアン

Hcl = c

√
(�p − e �A)2 + m2c2 + eφ

に対して置き換え �p → −i��∇ を行い量子的なハミルトニアンを考えたい。しかし
ここで根号の扱いが困難であるから

HD,cl = c�α · (�p − e �A) + βmc2 + eφ

とおき、形式的な等式

Hcl = HD,cl

から根号を含まないハミルトニアン HD,cl を決定することを試みよう。具体的には

c2

{
(�p − e �A)2 + m2c2

}
=

{
c�α · (�p − e �A) + βmc2

}2

を満たすように展開係数 �α, β を決めたい。そのためには

α2
x = α2

y = α2
z = β2 = 1

{αi, αj} = αiαj + αjαi = 0, i �= j

{αi, β} = αiβ + βαi = 0

であれば良い。これを満たす �α, β は４次の行列であればよく、具体的にはディ
ラックの表現と呼ばれる次のものが便利である。

αi =

(
O2 σi

σi O2

)
≡ ρ1 ⊗ σi

β =

(
I2 O2

O2 −I2

)
≡ ρ3 ⊗ I2

ここで �σ, �ρ は次のパウリ行列である。

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
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これらは次の関係式をみたす。109

σiσj = iεijkσk, (i �= j)

σ2
i = I2

[σi, σj ] = 2iεijkσk

Tr σx = Tr σy = Tr σz = 0

det σx = det σy = det σz = −1

(�σ · �A)(�σ · �B) = ( �A · �B)I2 + i�σ · ( �A × �B)

ここで 記号 ⊗ は 2 × 2 行列 の組から 4 × 4 行列を次のように構成する際に用
いる（テンソル積)

(A ⊗ B)ia,jb ≡AijBab

i, j =1, 2 a, b = 1, 2

(i, a), (j, b) =(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)

よってブロック行列の掛算を思い出せば次のようになる。

(A ⊗ B)(C ⊗ D) =(AC ⊗ BD)

これは次の式から理解することもできる。

{(A ⊗ B)(C ⊗ D)}ia,jb =(A ⊗ B)ia,kc(C ⊗ D)kc,jb

=AikBacCkjDcb = (AC)ij(BD)ab

=(AC ⊗ BD)ia,jb

また110

109

(
σ · 
A)(
σ · 
B) =σiAiσjBj =
1
2
{σiAiσjBj + σjAjσiBi}

=
1
2
{
∑
i=j

(σiσjAiBj + σjσiAjBi)} +
∑
i�=j

(σiσjAiBj + σjσiAjBi)}

=
1
2

{∑
i

2σ2
i AiBi +

∑
i�=j

σiσj(AiBj − AjBi)
}

= 
A · 
B + i
1
2
εijkσk(AiBj − AjBi)

= 
A · 
B + iεijkσkAiBj

= 
A · 
B + i
σ · 
A × 
B

110

Tr A ⊗ B =
∑
ia

(A ⊗ B)ia,ia =
∑
ia

AiiBaa = Tr ATrB
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Tr A ⊗ B =Tr A TrB

[A ⊗ I, B ⊗ C] =AB ⊗ C − BA ⊗ C = [A, B] ⊗ C

この HD,cl を用いて量子化 �p → −i��∇ を行ったものがディラックハミルトニア
ン HD であり、このときのシュレディンガー方程式はディラック方程式と呼ばれ
次のようになる。

HD = c�α · (�

i
�∇− e �A) + βmc2 + eφ

i�
∂

∂t
Ψ(�r, t) = HDΨ(�r, t)

ここで次のディラック行列 γμ, μ = 0, 1, 2, 3 を導入しディラック方程式を書き直
そう。111

γμ = (γ0, �γ)

γ0 = β

�γ = (γx, γy, γz) = β�α = (γ1, γ2, γ3)

{γμ, γν} = 2gμν

�α, β のエルミート性は

γ0† = γ0

γi† = −γi

とかけるがこれはまとめて

γμ† = γ0γμγ0

と表現できる。

111

γ1γ1 = βαxβαx = −ββαxαx = −I

など
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これからディラック方程式は112{
i�γμ(∂μ + i

e

�
Aμ) − mc

}
Ψ = 0

(i�γμDμ − mc)Ψ = 0

Dμ = ∂μ + i
e

�
Aμ

とかける。ここで波動関数は４成分であることに注意しよう。
なお i� ∂

∂t
Ψ = HDΨ は

HD =γ0(−i�c�γ · �∇ + mc2)

i�c∂0Ψ =HDΨ

5.2 ディラック方程式の対称性

カレントの保存

ディラック方程式とそのエルミート共役を考えると113

ρ = Ψ†Ψ
�j = cΨ†�αΨ

112 {
i�

∂

∂t
− cα · (�

i

∇− eA) − βmc2 − eφ

}
Ψ = 0

γ0

c
×{

γ0(i�
1
c

∂

∂t
− e

1
c
φ) − 
γ · (−i�
∇− e 
A) − mc

}
Ψ = 0{

i�γ0(
∂

∂(ct)
+ ie

1
c�

φ) + i�
γ · (
∇− i
e

�


A) − mc

}
Ψ = 0{

i�γμ(∂μ + i
e

�
Aμ) − mc

}
Ψ = 0

(i�γμDμ − mc)Ψ = 0

Dμ = ∂μ + i
e

�
Aμ

113ディラック方程式

i�
∂Ψ
∂t

= c(−i�∂i − eAi)αiΨ + (βmc2 + eφ)Ψ

のエルミート共役より

−i�
∂Ψ†

∂t
= c(i�∂i − eAi)Ψ†αi + Ψ†(βmc2 + eφ)
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として連続の方程式

∂ρ

∂t
+ div�j = 0

が成立する。
共変形式では Ψ̄ = Ψ†γ0 としてカレントの保存則として次の関係が得られる。

114115

∂μjμ = 0

jμ = Ψ̄γμΨ

よって

i�
∂

∂t
(Ψ†Ψ) = i�(Ψ̇†Ψ + Ψ†Ψ̇)

= −ic�

{
(∂iΨ†αi)Ψ + Ψ†αi(∂iΨ)

}
= −ic�∂i(Ψ†αiΨ)

よって

ρ = Ψ†Ψ

j = cΨ†
αΨ

として

∂ρ

∂t
+ div
j = 0

114

i�γμ(∂μΨ) − eγμAμΨ − mcΨ = 0

エルミート共役より

−i�(∂μΨ†)γμ† − eΨ†γμ†Aμ − mcΨ† = 0

Ψ̄ = Ψ†γ0 として

−i�(∂μΨ̄)γμ − eΨ̄γμAμ − mcΨ̄ = 0

よってカレントの保存則として次の関係が得られる。

∂μjμ = 0
jμ = Ψ̄γμΨ

115ローレンツ不変性をしめすためにはカレント jμ が反変ベクトルであることを示す必要がある。
逆にこの保存則が実験的に確認されることによりローレンツ不変性が保たれる。
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自由粒子における全角運動量の保存

ここで自由粒子　（ �A = �0, φ = 0 ）をディラック表示で考えよう。116

H = c�α · �p + βmc2 = cρ1 ⊗ σipi + ρ3mc2

このとき

�L = �r × �p

Li = εijkrjpk

に対して

[
�

2
�σ + �L, H ] = 0

つまり

[H, �J ] = 0

�J = �L + �S

�S =
�

2
�σ

この　 �S をスピンと呼び全角運動量 �J は保存量となる。
116

H = c
α · 
p + βmc2 = cρ1 ⊗ σipi + ρ3mc2

このとき


L = 
r × 
p

Li = εijkrjpk

に対して

[Li, H ] = cρ1 ⊗ σ
[εijkrjpk, p
] = i�cρ1 ⊗ σ
εijkδj
pk

= i�cρ1 ⊗ εijkσjpk = i�cρ1 ⊗ (
σ × 
p)i

[AB, C] = ABC − CAB

A[B, C] + [A, C]B = ABC − ACB + (ACB − CAB)

一方

[σi, H ] = cρ1 ⊗ [σi, σ
]p


= 2icρ1 ⊗ εi
kσkp


= −2icρ1 ⊗ (
σ × 
p)i

よって

[
�

2

σ + 
L, H] = 0
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自由粒子におけるエネルギーと運動量の保存

自由粒子 Aμ = 0 では

HD =cρ1 ⊗ σipi + ρ3mc2

[HD, HD] =0

[HD, �p] =�0

5.2.1 ローレンツ不変性

ローレンツ変換

x′μ = Ωμ
νx

ν

x′μΩμ
κ = xκ

について Dμ は共変ベクトルとして変換するから117 (Dμ = D′
νΩ

ν
μ)

γ̂μ = Ωμ
νγ

ν

として118

(i�γ̂νD′
ν − mc)Ψ(x) = 0

117

∂′
μ =

∂xν

∂x′μ ∂ν = Ωμ
ν∂ν

∂μ =
∂

∂xμ
=

∂x′ν

∂xμ

∂

∂x′ν = Ων
μ∂′

ν = ∂′
νΩν

μ

また Aμ の共変性より

A′
μ(x′) = Ωμ

νAν(x)
A′

μ(x′)Ωμ
κ = Ωμ

νAν(x)Ωμ
κ = gμρΩρνAν(x)gμτΩτ κ = δρ

τΩρνAν(x)Ωτ κ

= ΩρνAν(x)Ωρκ = δν
κAν(x) = Aκ(x)

118

0 = (i�γμDμ − mc)Ψ(x) = (i�γμD′
νΩν

μ − mc)Ψ(x)

=
(
i�(Ων

μγμ)D′
νΩν

μ − mc
)
Ψ(x)

= (i�γ̂νD′
ν − mc)Ψ(x)
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ここで119

{γ̂μ, γ̂ν} = 2gμν

これより正則行列 Λ が存在しすべての μ に対して

γ̂μ = Λ−1γμΛ

となる Λ が存在することが知られている。(後述) これより次の通りディラック方
程式はローレンツ共変となる。120

(i�γμD′
μ − mc)Ψ′(x′) = 0

ここで

Ψ′(x′) = ΛΨ(x)

であり、

x′ = Lx, x′μ = Ωμ
νx

ν

と書けば

Ψ′(x′) = (LΨ)(x′) = (LΨ)(Lx) = ΛΨ(x)

変換行列の具体的な構成
ここで議論に使った Λ を具体的に構成してみよう。まず無限小ローレンツ変換

を考え

Ωμ
ν =gμ

ν + δΩμ
ν

119

{γ̂μ, γ̂ν} = Ωμ
κΩν

ρ{γκ, γρ} = 2Ωμ
κΩν

ρg
κρ

= 2Ωμ
κΩνκ = 2gμτΩτ κΩνκ = 2gμτδτ

ν = 2gμν

120

(i�Λ−1γμΛD′
μ − mc)Ψ = 0

(i�γμΛD′
μ − mcΛ)Ψ ≡ (i�γμD′

μ − mc)Ψ′(x′) = 0
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とすれば微小量の 1次まででΩμ
νΩμ

λ = gλ
ν より

121

δΩλν = − δΩνλ

ここでΛ−1γμΛ = Ωμ
νγ

ν を書き直そう。まず

Ωμ
ν =gμ

ν + δΩμ
ν

Ωμ
νγ

ν =γμ + δΩμ
νγ

ν

Λ =I + δΛ として

(I − δΛ)γμ(I + δΛ) =γμ − [δΛ, γμ]

よって

δΩμ
νγ

ν = − [δΛ, γμ]

δΩμνγ
ν = − [δΛ, γμ]

δΛ = − i

4
σκνδΩκν

として δΩμν の反対称性より

σμν = − σνμ

と仮定して一般性を失わず、反対称性に注意して

δΩμνγ
ν =

i

4
[σκν , γμ]δΩκν

[σκν, γμ] = − 2i(gκ
μγν − gν

μγ
κ)

121

gλ
ν =(gμ

ν + δΩμ
ν)(gμ

λ + δΩμ
λ)

=gλ
ν + δΩλ

ν + δΩν
λ

0 =δΩλ
ν + δΩν

λ

0 =δΩλν + δΩνλ
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次の σμν がこの関係式を満たすことが示せる。122

σμν =
i

2
[γμ, γν ]

これを積分して123

Ω =eω ,

ω̃ = − ω

に対して ( ω :実反対称) 124

122

σμν =
i

2
[γμ, γν ]

∵ [γκγν , γμ] =γκγνγμ − γμγκγν

=γκ(−γμγν + 2gμν) − γμγκγν

= − γκγμγν + 2γκgμν − γμγκγν

= − 2gκμγν + 2γκgμν

[[γκ, γν], γμ] = − 2gκμγν + 2γκgμν − (−2gνμγκ + 2γνgμκ)
= − 4gκμγν + 4γκgμν

[[γκ, γν ], γμ] = − 4gκ
μγν + 4γκgν

μ

[
i

2
[γκ, γν ], γμ] = − 2i(gκ

μγν − γκgν
μ)

123

Ω =eω

ΩΩ̃ =Iより

ω̃ = − ω

成分表示では

(Ω̃)μ
ν =Ων

μ

と書いて

(ΩΩ̃)μ
ν =Ωμ

κΩν
κ = δμ

ν

(Ω−1)
κ

ν =Ων
κ

(ω̃)μ
ν =ων

μ = −ωμ
ν

(eω)μ
κ(eω)ν

κ =(eω)μ
κ

˜(eω)
κ

ν = (eω)μ
κ(eω̃)

κ

ν = δμ
ν

124まず

γ̂κ =(etω)κ
λγλ

∣∣∣∣
t=1
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Λ =e
− i

4
σμνωμν

なお125

Λ† =γ0Λ−1γ0

Λ(t) =e
− it

4
σμνωμν

= e
− it

4
σμ

νωμ
ν

として

Γκ(t) =Λ(t)−1γκΛ(t) = e
+

it

4
σμ

νωμ
ν
γκe

− it

4
σμ

νωμ
ν

∂Γκ

∂t
=

i

4
Λ−1[σμ

ν , γκ]Λωμ
ν =

1
2
Λ−1(gκ

μγν − gκνγμ)Λωμ
ν

=
1
2
(gκ

μΓν − gκνΓμ)ωμ
ν =

1
2
(Γνωκ

ν − Γμωμκ) =
1
2
(Γνωκ

ν − Γμωμ
κ)

=
1
2
(Γνωκ

ν + Γμωκ
μ) = ωκ

μΓμ

t = 0 で Γμ(0) = γμ に注意して連立微分方程式の解として

Γμ =(etω)μ
νγν

t = 1 として

Γμ(1) =γ̂μ

125

σμν† =
(

i

2
[γμ, γν ]

)†
= − i

2
[γν†, γμ†]

=
i

2
[γμ†, γν†] = γ0 i

2
[γμ, γν ]γ0

=γ0σμνγ0

Λ† =e

i

4
(σμν)†ωμν

=γ0e

i

4
(σμν)ωμν

γ0

=γ0Λ−1γ0
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このローレンツ変換に対してカレントは

Ψ =Λ−1Ψ′ = γ0Λ†γ0Ψ′

jμ =Ψ̄γμΨ

=Ψ†γ0γμΨ

=Ψ′†γ0Λγ0(γ0γμ)Λ−1Ψ

=Ψ′†γ0ΛγμΛ−1Ψ′

=Ψ̄′ΛγμΛ−1Ψ′

ここで前節の議論から

Ωμ
νγ

ν =Λ−1γμΛ

Ωμ
νΛγνΛ−1 =γμ

Ωμ
κΩμ

νΛγνΛ−1 =gκ
νΛγνΛ−1 = ΛγκΛ−1 =

=Ωμ
κγμ = γμΩμ

κ

よって126

j′κ =Ωκ
μj

μ

j′μ =Ψ̄′γμΨ′

これはカレントが反変ベクトルとして変換することを意味し，保存則 ∂μjμ = 0 が
ローレンツ不変であることを意味する。

5.3 自由ディラック方程式の平面波解

この節では Aμ = 0 として具体的にディラック方程式の解を構成しよう。ディ
ラックハミルトニアンを

H =c�α ·
�∇
i

+ βmc2 = cρ1 ⊗ �σ · �p + ρ3mc2

としてディラック方程式は

i�c∂0Ψ =HΨ

126

jμ =j′νΩν
μ

Ωκ
μjμ =Ωκ

μΩν
μj′ν = gκ

ν j′ν = j′κ
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と書けるから

Ψ(+)(x) =e−ikμxμ

u(k)

Ψ(−)(x) =e+ikμxμ

v(k)

−kμxμ = − k0x0 + kixi = �k · �r − ωt

(kx, ky, kz) =(k1, k2, k3) = (−k1,−k2,−k3)

k0 =k0 =
ω

c

と書いて

H2 =(c2�p 2 + m2c4)14

に注意して平面波解は次の関係式を満たす。127

�pΨ(±) = ± ��kΨ(±)

HΨ(±) = ± EΨ(±)

Hu = + Eu

Hv = − Ev

E =c�k0 = c�k0 = �ω

�k0 =

√
��k 2 + m2c2

kμk
μ =
(mc

�

)2

127

H2 =c2ρ2 ⊗ (
σ · 
p)2 + ρ2
3m

2c4 + 2mc2(ρ1ρ3 + ρ3ρ1)
σ · 
p
=(c2
p 2 + m2c4)14

または

H =γ0(−i�c
γ · 
∇ + mc2)

H2 =γ0(−i�c
γ · 
∇ + mc2)γ0(−i�c
γ · 
∇ + mc)

= − �
2c2γ0γiγ0γj(
∇)i(
∇)j + m2c4 − i�mc2(γiγ0 + γiγ0)(
∇)i

= − �
2c2(−γi)γj(
∇)i(
∇)j + m2c4

= − �
2c2
∇2 + m2c4 = c2
p 2 + m2c4


pΨ(±) =
�

i

∇Ψ(±) =

�

i
(∓i)(k1, k2, k3)Ψ(±) = ±�(k1, k2, k3)Ψ(±) = ±�
kΨ(±)
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一方ディラック方程式 (i�γμ∂mu − mc)Ψ(±) = 0 から k/ = kμγ
μ として128

(�k/ − mc)u =0

(�k/ + mc)v =0

5.3.1 m �= 0 の場合

静止した慣性系 �v = 0, kμ = (mc
�

, 0, 0, 0)をとれば完全系として uα
rest, v

α
rest,α = 1, 2

が以下のようにとれる。129

u1
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , u2
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , v1
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , v2
rest =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

0

1

⎞⎟⎟⎟⎠
ūαuβ =δαβ , v̄αvβ = −δαβ , ūαvβ = v̄αuβ = 0

uα
rest =

(
ψα

rest

0

)
, vα

rest =

(
0

χα
rest

)

128

(±�k/ − mc)Ψ(±)(x) =0, k/ = kμγμ

(�k/ − mc)u =0
(�k/ + mc)v =0

129

mc(γ0 − 1)urest =mc

⎛⎜⎜⎝
0

0
−2

−2

⎞⎟⎟⎠urest = 0

mc(γ0 + 1)vrest =mc

⎛⎜⎜⎝
2

2
0

0

⎞⎟⎟⎠ vrest = 0
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これを基にローレンツ変換により一般の平面波解を構成しよう。まず130

a/b/ = − iaμbνσ
μν + aμbν

k/k/ =kμk
μ = k2

から

uα =
1

mc
(�k/ + mc)uα

rest

=
1

mc

(
(�k0 + mc)ψα

rest

γi�kiψα
rest

)
=

1

mc

(
(E

c
+ mc)ψα

rest

(�σ · �p)ψα
rest

)

5.4 非相対論的極限

４成分のスピノルを２成分スピノル ψ, χ をつかって次のように書き

Ψ(x) =

(
ψ(x)

χ(x)

)

ディラック方程式を次の型に書こう。

i�
∂

∂t

(
ψ

χ

)
=

(
mc2 + eφ cP

cP −mc2 + eφ

)(
ψ

χ

)
P = �α · �π = �σ · (�p − e �A)

さらに定常状態に関しては

ψ(x) = e−iEt/�ψ(�r)

χ(x) = e−iEt/�χ(�r)

として

(mc2 + eφ)ψ + cPχ = Eψ

cPψ + (−mc2 + eφ)χ = Eχ

130

a/b/ =aμγμbνγν =
1
2
(aμbνγμγν + aνbμγνγμ) =

1
2
(
aμbνγμγν + aνbμ(−γμγν + 2gμν)

)
=

1
2
(aμbν − aνbμ)γμγν + aμbν =

1
2
aμbν [γμ, γν ] + aμbν

= − iaμbνσμν + aμbν

σμν =
i

2
[γμ, γν ]
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以下非相対論的極限

eφ << mc2,
P 2

2m
<< mc2, E ≈ mc2

を考えるのに便利な型にディラック方程式を変形しよう。

W = E − mc2

とすれば第２式より

χ =
c

2M ′c2
Pψ =

1

2M ′c
Pψ

2M ′c2 = E + mc2 − eφ = 2mc2 + W − eφ

M ′ = m +
1

2c2
(W − eφ)

これからディラック方程式は次のように厳密に書き直せる。131

(P
1

2M ′P + eφ)ψ = Wψ

最低次の近似

最低次の近似として

M ′ = m

とすれば (シュレディンガー近似)

Hshψ = Wψ

Hsh =
1

2m
P 2 + eφ

ここで132

P 2 = �π2 − e��σ · �B, �B = rot A
131

(mc2 + eφ)ψ + P
1

2M ′Pψ = Eψ

(P
1

2M ′P + eφ)ψ = Wψ

132

P 2 = (
σ · 
π)2 = (σiπ
i)(σjπ

j) = 
π2 +
1
2
(σiσj − σjσi)πiπj

= 
π2 + iεijkσiπjπk = 
π2 + iεijkσi(pj − eAj)(pk − eAk)

= 
π2 − ieεijkσi(pjAk) = 
π2 − ieεijkσi
�

i
(∂jAk)

= 
π2 − e�
σ · 
B, 
B = rotA
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これから

Hsh =
(�p − e �A)2

2m
+ eφ + �μ · �B

�μ = − e�

2m
�σ

= −gμB
�S/�, (�S =

�

2
σ)

ここでボーア磁子 μB =
e�

2m
いわゆる g 因子 g = 2

となる。

v2

c2
までの近似

つぎに近似の次数をあげて133

1

M ′ ≈ 1

m
− 1

2m2c2
(W − eφ)

としよう。ここで W − eφ ≈ mv2 と見積もり v2

c2
までとった。よって

P
1

2M ′P =
P 2

2m
− 1

4m2c2
WP 2 +

e

4m2c2
PφP

これから (
P 2

2m
+ eφ +

e

4m2c2
PφP

)
ψ = W (1 +

1

4m2c2
P 2)ψ

ここで規格化について考えると

χ =
1

2mc
Pψ

として

1 =

∫
d3r Ψ†Ψ =

∫
d3r (ψ†ψ + χ†χ)

=

∫
d3r ψ†(1 +

1

4m2c2
P 2)ψ

133

1
M ′ =

1
m

(1 +
1

2mc2
(W − eφ))−1

=
1
m

− 1
2m2c2

(W − eφ) + o(
v2

c2
)

≈ 1
m

− 1
2m2c2

(W − eφ)
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よって２成分の規格化された波動関数 ψN を

ψN = Ωψ

1 =

∫
d3r ψ†

NψN

とすれば

Ω = 1 +
1

8m2c2
P 2

とすればよい。よって ψN についての方程式は134 135(
P 2

2m
+ eφ − P 4

8m3c2
− e

8m2c2
[P, [P, φ]]

)
ψN = WψN

次数を調べると

e

8m2c2
[P, [P, φ]] ≈ mv2(mv)2

m2c2
=

1

2
mv2 ·

(
v2

c2

)
1

8m3c2
P 4 ≈ (mv)4

m3c2
=

1

2
mv2 ·

(
v2

c2

)

と　 v2

c2
までとっていることとなる。

134ここで {A2, B}−2ABA = A2B−BA2−2ABA, [A, [A, B]] = A(AB−BA)−(AB−BA)A =
A2B − 2ABA + BA2 から {A2, B} − 2ABA = [A, [A, B]] を使う。

135 (
P 2

2m
+ eφ +

e

4m2c2
PφP

)
Ω−1ψN = WΩψN

Ω−1

(
P 2

2m
+ eφ +

e

4m2c2
PφP

)
Ω−1ψN = WψN(

P 2

2m
+ eφ − P 4

8m3c2
− e

8m2c2
{φ, P 2} +

e

4m2c2
PφP

)
ψN + o(

v2

c2
) = WψN(

P 2

2m
+ eφ − P 4

8m3c2
− e

8m2c2
[P, [P, φ]]

)
ψN = WψN
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136

P 4 = [�π2 − e�(�σ · �B)]2

[P, φ] = [σj(pj − eAj), φ] = σj(pjφ) = −i�σj∂jφ

ここで静的な電場の場合 �E = −�∇φ より

[P, [P, φ]] = �
2div �E + 2��σ · �E × �π

よってこの次数までの近似〔パウリ近似) で

HpauliψN = WψN

Hpauli = Hsh + Hc

Hsh =
1

2m
(�π2 − e��σ · �B)2 + eφ =

1

2m
�π2 + eφ − e�

2m
�σ · �B

Hc = −(�π2 − e�σ · �B)2

8m3c2
− e�2

8m2c2
div �E − e�

4m2c2
�σ · �E × �π

となる。ここで古典的ハミルトニアンの非相対論極限を考えると

Hcl = c
√

�π2 + m2c2 + eφ = mc2

√
1 +

�π2

m2c2
+ eφ

≈ eφ + mc2(1 +
1

2

π2

m2c2
− 1

8

π4

m4c4
)

= eφ + mc2 +
�π2

2m
− �π4

2m3c4

でスピンの効果を含めて �π2 → �π2 − e��σ · �B として Hc の第一項は相対論的な運動
エネルギーの補正項と考えられる。
次の項はDarwin項とよばれる。

136

P 4 = [
π2 − e�(
σ · 
B)]2

[P, φ] = [σj(pj − eAj), φ] = σj(pjφ) = −i�σj∂jφ

[P, [P, φ]] = −i�[σi(pi − eAi), σj∂jφ]
= −�

2[σi∂i, σj∂jφ] + ie�[σiAi, σj∂jφ]
= −�

2σiσj∂i∂jφ − �
2σiσj(∂jφ)∂i + �

2σjσi(∂jφ)∂i + ie�[σi, σj ]Ai∂jφ

= −�
2Δφ − �

2[σi, σj ](∂jφ)∂i − 2e�εijkσkAi(∂jφ)
= −�

2Δφ − 2i�2εijkσk(∂jφ)∂i − 2e�εijkσkAi(∂jφ)

= �
2div 
E − 2i�2
σ · 
E × 
∇ + 2e�σ · 
A × 
E

= �
2div 
E + 2�
σ · 
E × (
p − e 
A)

= �
2div 
E + 2�
σ · 
E × 
π

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



— 量子力学第３: 相対論的量子力学 — 2005 冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日) 97

最後の項は特に中心力場の場合を考えると137

eφ(�r) = V (r), �A = �0

HLS ≡ − e�

4m2c2
�σ · �E × �π =

�

4m2c2

1

r

∂V

∂r
�σ · (�r × �p)

=

(
1

2m2c2

1

r

∂V

∂r

)
�s · ��

�s =
�

2
�σ

�� = �r × �p

となりスピン軌道相互作用とよばれる。

時間依存性のある場合 (最低次)

Ψ = e−imc2t/�

(
ψ

χ

)
として (定常状態の議論を考えてエネルギー mc2 近傍でのおそいモードに着目して

mc2ψ + i�∂tψ = (mc2 + eφ)ψ + cPχ

mc2χ + i�∂tχ = cPψ + (−mc2 + eφ)χ

これから

i�∂tψ = eφψ + cPχ

i�∂tχ = cPψ + (−2mc2 + eφ)χ

まず mv2 << mc2, eφ << mc2 として第２式より

χ =
cP

2mc2
ψ

これから

i�
∂ψ

∂t
= Hshψ

Hsh =
P 2

2m
=

(�p − e �A)2

2m
+ eφ + �μ · �B

とシュレディンガー方程式が導かれる。

137


E = −∂V

∂r
r̂ = −1

r

∂V

∂r

r
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第 III部

多粒子系の量子力学

6 相互作用と第二量子化
多くのフェルミ粒子からなる系における相互作用の効果を第二量子化の方法で

どのように扱うかを考えよう。
まず１粒子の問題、次に粒子がN個ある自由な（相互作用のない）多粒子問題、

そして相互作用の順に考えていこう。

6.1 1つの粒子の古典的運動方程式

まず 1次元のポテンシャル　 V (x) 中の質量 m の古典的な粒子のニュートンの
運動方程式は次のように与えられることを思い出そう。

mẍ = − ∂

∂x
V (x)

これは解析力学のハミルトニアン形式によれば次の正準方程式と同等である。

Hcl(x, p) =
�p2

2m
+ V, �p = m�v = mẋ

∂Hcl

∂x
= −ṗ

∂Hcl

∂p
= ẋ

ここでハミルトニアン Hcl(x, p) は正準変数の組 (x, p) であらわされていることに
注意しよう。138 このとき系の状態は位相空間の一点 (x, y, z, px, py, pz) で指定さ
れる。
同様に３次元では

m�̈r = −�∇V (�r)

ハミルトニアン形式では

Hcl(�r, �p) =
�p2

2m
+ V, �p = m�̇r

∂Hcl

∂ri
= −ṗi

∂Hcl

∂pi

= ṙi, i = x, y, z

138これを示せ。
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6.2 １つの自由粒子の（第一）量子化

（第一）量子化とは解析力学のハミルトニアン形式において互いに共役な正準変
数 (x, p) を演算子に置き換え対応するハミルトニアンに対してシュレディンガー
方程式と呼ばれる方程式にしたがう波動関数を議論の基礎とすることである。具
体的に上述の１次元の例ではまず、x̂, p̂ を演算子としその間に交換子

[x̂, p̂] = x̂p̂ − p̂x̂ = i�

なる交換関係を要求する。つぎにこの置き換えのもとで量子的な演算子としての
ハミルトニアン H を構成し、波動関数 Ψ(t) に対する次のシュレディンガー方程
式を課する。

H1,Q =
p̂2

2m
+ V (x̂)

i�
∂

∂t
ψ = H1,Qψ

ただし波動関数 ψ は内積空間 (·, ·) をつくり物理的な状態に関しては完全系を張
り、ハミルトニアンはこの内積に関してエルミートであるとする H = H†。139 こ
れらの設定のもとで物理量はあるエルミート演算子 O に対応し時刻 t でその物理
量を観測する際の期待値は物理系の状態が波動関数 ψ(t) であれば

期待値 = (ψ(t),Oψ(t))

となる。この状態ベクトルの時間発展を規定するものがシュレディンガー方程式
である。
具体的な表示としてよくとられるものが基底を (’２乗可積分’な)関数空間とし

内積として

(f, g) =

∫ ∞

−∞
dx f ∗(x)g(x),

∫ ∞

−∞
dx |f(x)|2 < +∞,

∫ ∞

−∞
dx |g(x)|2 < +∞

をとり

x̂ = x ·
p̂ =

�

i

∂

∂x

とするものである。この表示のもとでは

H1,Q = − �

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

139任意の状態ベクトル Ψ, Φ に関して演算子 O のエルミート共役O† とはつぎの関係式をみたす
ものとする。

(Ψ,OΦ) = (O†Ψ, Φ)
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となる。
一般にこの Hcl → H1,Q の対応を (第一)量子化と呼ぶ。
同様に３次元では

H1,Q = − �
2

2m
�∇2 + V (�r),

i�
∂

∂t
ψ(t, �r) = H1,Qψ(t, �r)

となる。特にいまの場合ハミルトニアンが時間に依存しないので (∂tH
1,Q = 0) 定

常状態として変数分離形の解として

ψ(�r, t) = e−iεt/�φ(�r)

を仮定すればシュレディンガー方程式は次の固有値問題となる。

H1,Qφk(�r) =

[
− �

2

2m
Δ + V (�r)

]
φk(�r) = ελφk(�r)

ここで一般には固有関数に対して或る種の境界条件が課せられることに注意しよ
う。なお波動関数は ∫

d3r φ∗
k(�r)φk′(�r) = δkk′

と規格直交化しておき、さらに完全系を作るとする。∫
d3r φk(�r)φ

∗
k(�r

′) = δ(�r − �r ′)

自由空間の例
具体的な例としてさらに V = 0 であり、系が一辺 L の箱に入っているとして

周期的境界条件 φλ(x + L, y, z) = φλ(x, y + L, z) =φλ(x, y, z + L) =φλ(x, y, z) を
要求するとラベル k として �k = (kx, ky, kz) をとることができ

φ�k(�r) =
1√
L3

ei�k·�r, ε�k =
�

2�k2

2m
, �k =

2π

L
(nx, ny, nz), nx, ny, nz = 0,±1,±2, · · ·

となる。140

6.3 多粒子系の第一量子化

N 粒子系の場合 j番目の粒子の座標を �rj = (xj , yj, zj)としてN 粒子系の古典的
運動方程式はポテンシャル V (�r1, · · · , �rN) が存在するばあい次のようになり

m�̈rj = −�∇jV (�r1, · · · , �rN)
140規格直交性と完全性を示せ。

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



—量子力学第３: 多粒子系の量子力学— 2005冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日)101

対応するハミルトン方程式は以下のとおりである。

Hcl =
∑

j

�pj
2

2m
+ V (�r1, · · · , �rN)

∂Hcl

∂rα
j

= −ṗα
j , α = x, y, z

∂Hcl

∂pα
j

= ṙα
j

ここで粒子間に相互作用がない場合

V (�r1, · · · , �rN) =
∑

j

v(�rj)

とかけるが、以下しばらくこの相互作用のない場合を議論し相互作用はあとで議
論しよう。141

この相互作用のない場合、(第一)量子化すると

H1,Q
N =

N∑
j=1

hj

hj = − �
2

2m
�∇2

j + v(�rj), �∇j = (
∂

∂xj

,
∂

∂yj

,
∂

∂zj

)

i�Φ̇(t, �r1, · · · , �rN) = H1,Q
N Φ(t, �r1, · · · , �rN)

となる。ここで hjは j番目の粒子の座標にのみ作用する演算子で一粒子ハミルト
ニアンと呼ばれる。以下定常状態を考え、N 粒子系の固有関数 ΦΛ(�r1, �r1, · · · , �rN)

とその固有値 EΛ を次のN 粒子系のシュレディンガー方程式を解いて求めたい。
(Λ はN 粒子系の固有関数の名前付けのラベル)

H1,Q
N ΦΛ(�r1, �r2, · · · , �rN) = 　EΛΦΛ(�r1, �r2, · · · , �rN)

これは偏微分方程式だからその解を（変数分離法により）次のように書き下せる。

Φk1,k2,··· ,kN
(�r1, �r1, · · · , �rN) = φk1(�r1)φk2(�r2) · · ·φkN

(�rN) =

N∏
j=1

φkj
(�rj)

Ek1,k2,··· ,kN
= εk1 + εk2 + · · ·+ εkN

=
N∑

j=1

εkj

141一般に２体力まで考えたときのポテンシャルは

V (
r1, · · · , 
rN ) =
∑

j

v(
rj) +
1
2

∑
i�=j

g(
ri, 
rj)

となる。

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



—量子力学第３: 多粒子系の量子力学— 2005冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日)102

ただし固有関数の名前付けとしてはΛとして k1から kN までの組 k1, k2, · · · , kN を
とり（順序が重要）、各 φkj

(�rj) は一粒子ハミルトニアン hj の（kj でラベルされ
る）一粒子エネルギーと呼ばれる固有値 εkj

をもつ固有関数であり一粒子状態 kj

の波動関数と呼ばれる。つまり hjφkj
(�rj) = εkj

φkj
(�rj)。142

ここで k1, k2, · · · , kN の順序を入れ替えた状態は一般には異なる状態になるがエ
ネルギーは等しいことに注意する。

6.4 多粒子系の量子力学と粒子の入れ替えに関する対称性

まずより一般に対称操作 R により一般化された座標 x である点が 座標Rx で
ある点に移動するとしよう。このとき関数 φ(x) に対する対称操作 OR を

ORφ(Rx) = φ(x)

ORφ(x) = φ(R−1x)

と定義しよう。ここで ψ(x) = H(x)φ(x) とすれば

OR{H(x)φ(x)} = ORψ(x) = ψ(R−1x) = H(R−1x)φ(R−1x)

OR{H(x)φ(x)} = OR{H(x)O−1
R ORφ(x)} = ORH(x)O−1

R φ(R−1x)

よって関数に作用する演算子としての H(x) の変換は次のように与えられる。

H(R−1x) = ORH(x)O−1
R

つまり H(x) が対称操作 R で不変なら

H(R−1x) = H(x)

H = ORHO−1
R

[H, OR] = HOR − ORH = 0

この事実を用いて多粒子系の量子力学において粒子の入れ替えに関する対称性
を議論しよう。まずN 粒子系のハミルトニアン H1,Q

N は明らかに粒子の入れ替え
について不変である。これは i 番目と j 番目との粒子を入れ替える演算子を Pij

(i, j = 1, · · · , N) として [
H, Pij

]
= 0, PijHP−1

ij = H

と書ける。よって多粒子系の波動関数はエネルギーと粒子入れ替えの同時固有状
態ととれる、すなわち

H1,Q
N ΦΛ = EΛΦΛ

PijΦΛ(· · · , �ri, · · · , �rj , · · · , ) = ΦΛ(· · · , �rj, · · · , �ri, · · · , )

= pijΦΛ(· · · , �ri, · · · , �rj, · · · , )
142多粒子系のエネルギーが確かに上式で与えられることを確認せよ。
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ここで粒子の入れ替えは２度おこなえば元に戻るので P 2
ij = 1 であることに対

応して Pij の固有値 pij は p2
ij = 1をみたす。 すなわち pij = ±1 となる。

このうち pij = +1 の場合に粒子系はボーズ粒子系 (B)、pij = −1 の場合をフェ
ルミ粒子系 (F)であると呼び、この入れ替えに関する性質は構成粒子の基本的性
質のひとつと考えられている。
つまりボーズ (B)、フェルミ (F)粒子系の波動関数は次の性質を持つ。

ΦΛ(· · · , �ri, · · · , �rj , · · · ) = +ΦΛ(· · · , �rj, · · · , �ri, · · · ) (Boson)

ΦΛ(· · · , �ri, · · · , �rj , · · · ) = −ΦΛ(· · · , �rj , · · · , �ri, · · · ) (Fermion)

今求めた多粒子系の波動関数はこの対称性を満たさないので最後に注意した縮
退を用いて縮退した状態の線形結合からこの対称性を満たす波動関数を対称化及
び反対称化の操作で作ろう。その結果を書くと

ΦB
{k1,k2,··· ,kN}(�r1, · · · , �rN) = φk1(�r1)φk2(�r2) · · ·φkN

(�rN)

[Boson] +φk2(�r1)φk1(�r2) · · ·φkN
(�rN) + · · ·

=
∑

All possible exchange of

k1,··· ,kN

φk1(�r1)φk2(�r2) · · ·φkN
(�rN )

ΦF
{k1,k2,··· ,kN}(�r1, · · · , �rN) = φk1(�r1)φk2(�r2) · · ·φkN

(�rN)

[Fermion] −φk2(�r1)φk1(�r2) · · ·φkN
(�rN) + − · · ·

=
∑

All possible exchange

P of k1,··· ,kN

(−1)Pφk1(�r1)φk2(�r2) · · ·φkN
(�rN)

のようになる。この形では k1, k2, · · · , kN の順序には波動関数は依存しないこと
（定数倍をのぞいて）に注意。またフェルミ粒子系の場合その行列式の性質より同
じ一粒子状態があると波動関数は 0となる。すなわち 0でない意味のある波動関
数はだぶった一粒子状態をもたない。これをパウリの排他原理という。
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6.5 第一量子化による N 個の自由粒子系

ここまでの議論をH1,Q
N を HN と書いてまとめよう。１個の自由粒子のハミルト

ニアンを h(�r) に対して規格直交化された固有関数の完全系を次のように書く。143

h(�r)φk(�r) = εkφk(�r)∑
k

φk(�r)φ
∗
k(�r

′) = δ(�r − �r ′) 完全性∫
d3r φ∗

k(�r)φk ′(�r) = δkk′ 規格直交性

このとき N 個の自由粒子の (第一量子化した) ハミルトニアン HN に関するフェ
ルミ粒子系, ボーズ粒子系それぞれのシュレディンガー方程式

HN(�r1, · · · , �rN) =

N∑
i=1

h(�ri)

HN(�r1, · · · , �rN)ΦF,B
Λ (�r1, · · · , �rN) = EΛΦF,B

Λ (�r1, · · · , �rN)

の固有関数はつぎの入れ換えに対する対称性をみたし

ΦB
Λ (· · · , �ri, · · · , �rj , · · · ) = +ΦB

Λ (· · · , �rj , · · · , �ri, · · · ) (Boson)

ΦF
Λ(· · · , �ri, · · · , �rj , · · · ) = −ΦF

Λ(· · · , �rj, · · · , �ri, · · · ) (Fermion)

143完全性に関しては

φk(
r) =
1√
L3

eik·�r

より ∑
k

φk(
r)φ∗
k(
r ′) =

1
δk3

(δk)3
∑

k

1
L3

eik·(�r−�r′)

=
1

(2π)3

∫
V

dV eik·(�r−�r′) = δ3(
r − 
r′)
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後で決める規格化定数を導入してそれぞれについて次のように書ける。

ΦB
Λ={k1,k2,··· ,kN}(�r1, · · · , �rN) = CB

{
φk1(�r1)φk2(�r2) · · ·φkN

(rN)

+φk2(�r1)φk1(�r2) · · ·φkN
(�rN ) + · · ·

}
= CB

∑
P

φkP1
(�r1)φkP2

(�r2) · · ·φkPN
(�rN )

≡ CBper D(φk1φk2 · · ·φkN
)

ΦF
Λ={k1,k2,··· ,kN}(�r1, · · · , �rN) = CF

{
φk1(�r1)φk2(�r2) · · ·φkN

(�rN)

−φk2(�r1)φk1(�r2) · · ·φkN
(�rN) + − · · ·

}
= CF

∑
P

(−1)P φkP1
(�r1)φkP2

(�r2) · · ·φkPN
(�rN)

= CF det D(φk1φk2 · · ·φkN
) Slater 行列式

{D(φk1φk2 · · ·φkN
)}i,j = φki

(�rj)

EΛ =
N∑

i=1

εki

ここで CB, CF はあとで定める規格化定数である。
Λ はN 粒子系の固有関数の名前付けのラベルだがこの形では k1, k2, · · · , kN の

順序には波動関数は依存しないこと（定数倍をのぞいて）に注意しよう。そこで
N 粒子系の状態の指定の方法を k1, k2, · · · , kN の内重なっているものはまとめる
ことにして今までの
「粒子により占められている一粒子状態を指定する方法」
から
「一粒子状態のラベル k で指定される一粒子状態に対してそれぞれが何個ずつ
重複して占有されているかを指定する方法」
へ変更する。なおこの重複度は一粒子状態 kの占有数と呼ばれる。　すなわち

N粒子系の状態はすべての可能な一粒子状態 kの占有数を指定することで定まる、
つまり一粒子状態 kの占有数を nkとして {nk}を与えることで指定されることに
なる。
なおこの占有数は、ボーズ粒子系なら nk = 0, 1, 2, 3, · · · フェルミ粒子系なら nk

　 = 0, 1 (パウリの原理）となる。
この表示を用いてN粒子系のシュレディンガー方程式とN粒子系のエネルギーは

H　ΦB,F
{nk}(�r1, · · · , �rN) = E{nk}Φ

B,F
{nk}(�r1, · · · , �rN)

E{nk} =
∑

k

　εknk

となる。
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6.6 第二量子化

さらに以下の対応により新しいシュレディンガー方程式を考えよう

HN → H =
∑

k

　εkn̂k, n̂k = d†
kdk

ΦB,F
{nk}(�r1, · · · , �rN) → |{nk}〉 =

∏
k

|nk〉 ≡
∏
k

1√
nk!

(dk
†)nk |0〉

ここで [A, B]∓ = AB ∓BA、− はBoson (交換関係）+ は Fermion (反交換関係）
として d†

k, dkは

[d†
k, d

†
k′]∓ = 0, [dk, dk′]∓ = 0, [dk, d

†
k′]∓ = δkk′

をみたす生成消滅演算子である。
これから示せる n̂k|nk〉 = nk|nk〉、|nk〉 = 1√

nk!
(d†

k)
nk |0〉 に注意するとHに対す

るシュレディンガー方程式は

H|{nk}〉 = E{nk}|{nk}〉
E{nk} =

∑
k

　εknk

とかけエネルギーは前に与えた形と同じ形となる。ただし、真空 |0〉 は

∀k, dk|0〉 =0

〈0|0〉 =1

により定義される。この対応 H → H を第二量子化という。
ここに |{nk}〉 は k のラベルを１次元的に順序付けしてその順序を ≺ で示して

k1 ≺ k2 ≺ k3 · · · とし

|{nk}〉 = |nk1, nk2 , nk3, · · · 〉

=
∏

k1≺k2≺k3···

1√
nki

!
(d†

k1
)nk1 (d†

k2
)nk2 (d†

k3
)nk3 · · · |0〉

を意味する。この状態の規格化は

〈{nk}|{n′
k}〉 = δ{nk}{n′

k}

=
∏

δnk1,k′1
δnk2,k′2

· · ·

以下 |{nk}〉 中の nk についてはゼロでないもののみを表示することとしよう。
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場の演算子

ここで場の演算子とよばれる

ψ̂(r) =
∑

k

φk(r)dk

で定義される演算子を導入すると

[ψ̂(�r), ψ̂†(�r ′)]± = δ(�r − �r ′)

[ψ̂(�r), ψ̂(�r ′)]± = 0

[ψ̂†(�r), ψ̂†(�r ′)]± = 0

であり、自由粒子系のハミルトニアンは

H =

∫
d3rψ̂†(�r)(−�

2�∇2

2m
)ψ̂(�r)

とかける。この式は第一量子化でのエネルギーの表式で波動関数を演算子へ対応
させた形をしている。これが第二量子化の名前の由来である。また一般の一粒子
ハミルトニアンについても同様に議論できることはほぼ自明であろう。さらには
後で演算子の一般的な対応を議論するが、当然そうしてもエネルギーの対応物と
して導出できることにも注意しよう。
つぎに状態ベクトルの対応を考えると第二量子化による状態ベクトル |{nk}〉 と第
一量子化での多粒子系の波動関数は次のように関係することとなる。144

Φ{nk}(�r1, · · · , �rN) = 〈�r1, · · · , �rN |{nk}〉

|�r1, · · · , �rN〉 ≡ 1√
N !

ψ̂†(�r1) · · · ψ̂†(�rN)|0〉 =
1√
N !

N∏
j=1

ψ̂†(�rj)|0〉

このとき規格化定数 CF、CB は次のように与えられる 。

CF =
1√
N !

CB =
1√

N !
∏

k nk!
144まずフェルミオンの時は

〈
r1, · · · , 
rN |{nk}〉 =
1√
N !

〈0|ψ(
rN ) · · ·ψ(
r1)|nk1 , nk2 , · · ·nkN 〉

=
1√
N !

∑
i1,···iN

φiN (
rN ) · · ·φi1(
r1)〈0|diN · · ·di1 |nk1 , nk2 , · · ·nkN 〉

=
1√
N !

∑
P

(±)P φkP N (
rN ) · · ·φkP 1(
r1) =
1√
N !

detφki(
rj)
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なお規格化は145 ∫
d3r1 · · ·�rN |ΦΛ(�r1 · · ·�rN )|2 = 1

となっている。
さらに規格直交化条件

〈�r1, · · · , �rN |�r1
′, · · · , �rN

′〉 =
1

N !

∑
P

(±)P δ(�r1 − �rP1
′) · · · δ(�rN − �rPN

′)

が成り立つことも示せる。

ボゾンの時は

〈
r1, · · · , 
rN |{nk}〉 =
1√
N !

〈0|ψ(
rN ) · · ·ψ(
r1)|nk1 , nk2 , · · · 〉

=
1√
N !

∑
i1,···iN

φiN (
rN ) · · ·φi1(
r1)〈0|diN · · · di1 |nk1 , nk2 , · · · 〉

=
1√
N !

∑
i1,···iN

φiN (
rN ) · · ·φi1(
r1)〈0| · · · (dk2)
nk2 (dk1)

nk1 |nk1 , nk2 , · · · 〉

{i1, · · · iN} = {
nk1︷ ︸︸ ︷

k1, k1 · · · k1,

nk2︷ ︸︸ ︷
k2, k2 · · · k2, · · · }, as a set

=
1√
N !

∑
i1,···iN

φiN (
rN ) · · ·φi1(
r1)
√

nk1 !nk2 ! · · ·

=
1√
N !

1
nk1 !nk2 ! · · ·

∑
P

φiP N (
rN ) · · ·φiP1(
r1)
√

nk1 !nk2 !, · · ·

置換でだぶってでるものまでは自然なフリー sumではでてこない

=
1√

N !nk1 !nk2 ! · · ·
∑
P

φiP N (
rN ) · · ·φiP1(
r1), {i1, i2, · · · , iN} = {
nk1︷ ︸︸ ︷

k1, k1 · · · k1,

nk2︷ ︸︸ ︷
k2, k2 · · ·k2, · · · }

145規格化について議論しよう。まず、フェルミオンの場合∫
d3r1 · · ·
rN |Φ{nki

}(
r1 · · ·
rN )|2 =
1

N !

∑
PQ

(−)P (−)Q

∫
d3r1 · · ·d3rN φ∗

kQ1
(
r1)φkP 1(
r1) · φ∗

kQ2
(
r2)φkP 2(
r2) · · ·

=
1

N !

∑
P

∫
d3r1 · · ·d3rN φ∗

kP1
(
r1)φkP1(
r1) · φ∗

kP 2
(
r2)φkP 2(
r2) · · · = 1

つぎに、ボゾンの場合∫
d3r1 · · ·
rN |Φ{nki

}(
r1 · · ·
rN )|2 =
1

N !nk1 !nk2 ! · · ·
∑
PQ

∫
d3r1 · · ·d3rN φ∗

iQ1
(
r1)φiP1(
r1) · φ∗

iQ2
(
r2)φiP2(
r2) · · ·

{i1, · · · iN} = {
nk1︷ ︸︸ ︷

k1, k1 · · · k1,

nk2︷ ︸︸ ︷
k2, k2 · · · k2, · · · },

=
1

nk1 !nk2 ! · · ·
∑
P

∫
d3r1 · · · d3rN φ∗

i1 (
r1)φiP 1(
r1) · φ∗
i2 (
r2)φiP 2(
r2) · · · = 1
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6.7 第二量子化における演算子と相互作用

この節で次のように定義された第一量子化での１粒子演算子 F と２粒子演算子
G

F =
N∑

i=1

f(�ri)

G =
1

2

∑
i
=j

g(�ri, �rj)

に対して第二量子化を行った場合どんな演算子を対応させればいいかを考えよう。
146

まず N 粒子系の完全系 IN として 以下のものがとれることを確認する。147

146第一量子化での１粒子演算子 F の例としては運動エネルギー

F = −
∑

i

�
2∇2

i

2m

また２粒子演算子 G の典型的例としてはクーロン相互作用

G =
1
2

∑
i,j

e2

|
ri − 
rj |

等がある。
147まずフェルミオンの場合

ÎN =
∫

d3r1 · · ·d3rN |
r1, · · · , 
rN 〉〈
r1, · · · , 
rN |

=
1

N !

∑
i′1,··· ,i′N

∑
i1,··· ,iN

d†ı′1 · · ·d
†
i′N
|0〉〈0|di1 · · · diN

×
∫

d3r1 · · · d3rN φ∗
i′1

(
r1)φi1 (
r1) · · ·φ∗
i′N

(
rN )φiN (
rN )

=
1

N !

∑
i1,··· ,iN

|nı1 · · ·niN 〉〈ni1 · · ·niN |

=
∑

i1≺···≺iN

|nı1 · · ·niN 〉〈ni1 · · ·niN | ゼロ以外のみ表示していることに注意
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148

|�r1, · · · , �rN〉 =
1√
N !

ψ̂†(�r1) · · · ψ̂†(�rN)|0〉 =
1√
N !

N∏
j=1

ψ̂†(�rj)|0〉

ÎN =

∫
d3r1 · · · d3rN |�r1, · · · , �rN〉〈�r1, · · · , �rN |

=
∑

α1,··· ,αN

∏
αi

nαi
!

N !
|nα1 · · ·nαN

〉〈nα1 · · ·nαN
|

=
∑

α1≺α2≺···
|nα1nα2 · · · 〉〈nα1nα2 · · · |

任意の N 粒子状態α = {nα1 · · · , nαN
} および β = {nβ1 · · · , nβN

} に対してつぎ
の演算子の行列要素を計算してみる。

F =

∫
d3rψ̂†(�r)f(�r)ψ̂(�r)

〈α|F|β〉 =

∫
d3r

∫
d3r1 · · · d3rN−1 〈α|ψ̂†(�r)|�r1, · · · , �rN−1〉f(�r)〈�r1, · · · , �rN−1|ψ̂(�r)|β〉

= N

∫
d3r1 · · · d3rN−1d

3r 〈α|�r1, · · · , �rN−1, �r〉f(�r)〈�r1, · · · , �rN−1, �r|β〉

=

∫
d3r1 · · · d3rN

N∑
i=1

Φ∗
α(�r1, · · · , �rN)f(�ri)Φβ(�r1, · · · , �rN)

=

∫
d3r1 · · · d3rN Φ∗

α(�r1, · · · , �rN)FΦβ(�r1, · · · , �rN)

148次にボゾンの場合

ÎN =
∫

d3r1 · · · d3rN |
r1, · · · , 
rN 〉〈
r1, · · · , 
rN |

=
1

N !

∑
i′1,··· ,i′N

∑
i1,··· ,iN

d†ı′1 · · · d
†
i′N
|0〉〈0|di1 · · · diN

×
∫

d3r1 · · ·d3rN φ∗
i′1

(
r1)φi1 (
r1) · · ·φ∗
i′N

(
rN )φiN (
rN )

=
∑

k1,k2···

∏
k nk!
N !

|nk1 , nk2 , · · · 〉〈nk1 , nk2 , · · · |

{i1, · · · , iN} = {
nk1︷ ︸︸ ︷

k1, k1 · · ·k1,

nk2︷ ︸︸ ︷
k2, k2 · · ·k2, · · · }

=
∑

k1≺k2···
|nk1 , nk2 , · · · 〉〈nk1 , nk2 , · · · |,

∑
nki = N
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これにより１粒子演算子 F には F を対応させれば良いことがわかる。149

同様に２粒子演算子に対しては

G =
1

2

∫
d3rd3r ′ψ̂†(�r)ψ̂†(�r ′)g(�ri, �rj)ψ̂(�r ′)ψ̂(�r), g(ri, rj) = g(rj, ri), (i �= j)

の行列要素を計算してみると次のようになる。

〈α|G|β〉 =
1

2

∫
d3rd3r ′

∫
d3r1 · · · d3rN−2

×〈α|ψ̂†(�r)ψ̂†(�r ′)|�r1, · · · , �rN−2〉g(�r, �r ′)〈�r1, · · · , �rN−2|ψ̂(�r ′)ψ̂(�r)|β〉

=
1

2
N(N − 1)

∫
d3r1 · · · d3rN−2d

3rd3r ′

× 〈α|�r1, · · · , �rN−2, �r, �r
′〉g(�r, �r ′)〈�r1, · · · , �rN−2, �r, �r

′|β〉

=

∫
d3r1 · · · d3rN

×1

2

N∑
i
=j

Φ∗
α(�r1, · · · , �rN)g(�ri, �rj)Φβ(�r1, · · · , �rN)

=

∫
d3r1 · · · d3rN Φ∗

α(�r1, · · · , �rN)GΦβ(�r1, · · · , �rN)

これにより 2粒子演算子 G には G を対応させればよい。150 まとめると

F ⇔ F
G ⇔ G

第二量子化した演算子の例

• 粒子密度演算子 ∑
i

δ(�r − �ri) −→ n̂(�r) = ψ̂†(�r)ψ̂(�r)

• 全運動量エネルギー演算子151

−
∑

i

�
2

2m
�∇2

i −→ −
∫

d3r ψ̂†(�r)
�

2

2m
�∇2ψ̂(�r) =

∫
d3r

1

2m

(
�

i
�∇ψ̂(�r)

)†(
�

i
�∇ψ̂(�r)

)
149途中で N − 1 粒子系の完全系 IN−1 を挿入した

ψ̂†(
r)|
r1, · · · , 
rN−1〉 = (−1)N−1
√

N |
r1, · · · , 
rN−1, 
r〉

および
Φ∗

α(
r1, · · · , 
rN )Φβ(
r1, · · · , 
rN )

は任意の ri, rj の入れ換えについて対称であることに注意する。
150g(r1, r2) = g(r2, r1 としたが、一般には G = 1

2

∑
i,j g(ri, rj) = 1

2

∑
i,j gS(ri, rj) としたとき

G = 1
2

∫ ∫
d3r d3r′ψ†(
r)ψ†(
r ′)gS(
r, 
r ′)ψ(
r ′)ψ(
r) となる。

151一度部分積分する
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• 密度-密度相関演算子152

n̂(�r, �r′) =
∑
i
=j

δ(�r − �ri)δ(�r
′ − �rj) −→= n̂(�r)n̂(�r ′) − δ(�r − �r ′)n̂(�r)

152

n̂(
r, 
r′) =
∑
i�=j

δ(
r − 
ri)δ(
r′ − 
rj)

−→ ψ̂†(
r)ψ̂†(
r ′)ψ̂(
r ′)ψ̂(
r) = ±ψ̂†(
r)ψ̂†(
r ′)ψ̂(
r)ψ̂(
r ′)

= ψ̂†(
r)
(
ψ̂†(
r ′)ψ̂(
r) − δ(
r − 
r ′)

)
ψ̂(
r ′) = n̂(
r)n̂(
r ′) − δ(
r − 
r ′)n̂(
r)
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7 フェルミ粒子系の一粒子状態と平均場近似
一般に相互作用をもつ多粒子系の固有状態をもとめることは非常に困難である。

そこで種々の近似的手法が用いられるここでは最も基本的で重要な平均場近似、一
粒子近似について議論したい。
まず最初に簡単化したスピンのないフェルミ粒子系を考えよう。この場合前節

の議論に従い一体のポテンシャルとして v(�r), 電子間相互作用として g(�r − �r ′) が
働いている場合のハミルトニアンとしては

H =

∫
d3r ψ†(�r)

(−�
2∇2

2m
+ v(�r)

)
ψ(�r)

+
1

2

∫
d3r

∫
d3r ′ ψ†(�r)ψ†(�r ′)g(�r − �r ′)ψ(�r ′)ψ(�r)

をとろう。クーロン力の場合は

g(�r − �r ′) =
1

4πε0

e2

|�r − �r′|
とすれば良い。
この系で粒子数 N を固定したときの基底状態 |G〉 を求める問題を考えよう。

N = 〈G|N̂ |G〉

N̂ =

∫
d3r n̂(�r), n̂(�r) = ψ†(�r)ψ(�r)

これは N > 2 の場合解けない問題として有名である。（多体問題) そこで何らか
の近似解を得ることを次の節以降で考えよう。

7.1 フェルミ演算子のユニタリ変換と一粒子軌道

この系の基底状態に対して次のかたちの試行関数を考えよう。153

|G〉 = c†1c
†
2 · · · c†N |0〉

ここで cj は第二量子化した際に用いたフェルミ粒子の消滅演算子の dj からユニ
タリ変換 Uij で次のように移るものとする。(真空 |0〉 は不変)

di =
∑

j

Uijcj, cj =
∑

j

dkU
∗
kj

Uij = {U}ij, U
†U = UU† = I∑

k

UikU
∗
jk =

∑
k

UkiU
∗
kj = δij

153この形の波動関数を一粒子波動関数と呼ぶ。
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対応して場の演算子は

ψ̂(�r) =
∑

j

φj(�r)dj =
∑

k

ϕk(�r)ck

ϕk(�r) =
∑

j

φj(�r)Ujk

である。ここで ϕj(�r), j = 1, 2, · · · は次のような規格直交化された完全系を作る
ことが示せる。154

∫
d3r ϕ∗

i (�r)ϕj(�r) = δij∑
j

ϕ∗
j (�r)ϕj(�r

′) = δ(�r − �r ′)

また逆に任意の規格直交化された完全系 {ϕk(�r)} の各関数は完全系 {φj(�r)} で

ϕk(�r) =
∑

j

φj(�r)Ujk

と展開できるがこのときの展開係数から作る Uij はユニタリ行列を作る。155 よっ
てこのユニタリ行列を使って定義される新しい演算子 {cj} もフェルミ粒子の反交
換関係をみたす。156 以上より

〈�r1, �r2, · · · , �rN |G〉 = CF det{ϕi(�rj)}

154 ∫
d3r ϕ∗

i (
r)ϕj(
r) =
∫

d3r φ∗
k(
r)U∗

kiφl(
r)Ulj = U∗
kiUkj = δij

ϕj(
r)ϕ∗
j (
r

′) = φk(
r)Ukjφ
∗
l (
r

′)U∗
lj = φk(
r)φ∗

k(
r ′) = δ(
r − 
r ′)

155 ∫
d3r ϕ∗

i (
r)ϕj(
r) =
∫

d3r φ∗
k(
r)U∗

kiφl(
r)Ulj = U∗
kiUkj = δij

Ujk =
∫

d3r φ∗
j (
r)ϕk(
r)

UikU∗
jk =

∫
d3r′ φ∗

i (
r
′)ϕk(
r′)

∫
d3r φj(
r)ϕ∗

k(
r) =
∫

d3r φ∗
i (
r)φj(
r) = δij

156

{ci, c
†
j} = {dkU∗

ki, d
†
l Ulj} = U∗

kiUkj = δij
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となり、|G〉を考えることは基底状態をつくる１粒子軌道としてϕk(�r) をとること
に対応する。この ϕk(�r) を変分原理より

〈G|H|G〉

を極小とするようにとるのが次節以降で述べる平均場近似である。
この目的の為に順に 〈G|H|G〉 をなす各項を計算しよう。

7.2 一粒子状態の全エネルギー

まず {ψ̂(�r), c†j} = ϕj(�r) より ψ̂(�r)c†j = −c†jψ̂(�r) + ϕj(�r) よって

ψ̂(�r)|G〉 = {−c†1ψ̂(�r) + ϕ1(�r)}c†2 · · · c†N |0〉

= −
N∑

j=1

(−1)jϕj(�r)c
†
1 · · · c†j−1c

†
j+1 · · · c†N |0〉

これよりエネルギーの一体の項は以下のようになる。

〈G|
∫

d3r ψ̂†(�r)
(−�

2∇2

2m
+ v(�r)

)
ψ̂(�r)|G〉 =

N∑
j=1

I(j)

I(j) =

∫
d3r ϕ∗

j(�r)

(
− �

2

2m
∇2 + v(�r)

)
ϕj(�r)

同様に

ψ̂(�r ′)ψ̂(�r)|G〉 = ψ̂(�r ′){−c†1ψ̂(�r) + ϕ1(�r)}c†2 · · · c†N |0〉

= −
N∑

j=1

(−1)jϕj(�r)ψ̂(�r ′)c†1 · · · c†j−1c
†
j+1 · · · c†N |0〉

=
∑
k<j

(−1)j+kϕk(�r
′)ϕj(�r)c

†
1 · · · c†k−1c

†
k+1 · · · c†j−1c

†
j+1 · · · c†N |0〉

+
∑
j<k

(−1)j+k+1ϕk(�r
′)ϕj(�r)c

†
1 · · · c†j−1c

†
j+1 · · · c†k−1c

†
k+1 · · · c†N |0〉

=
∑
k<j

(−1)j+k{ϕk(�r
′)ϕj(�r) − ϕj(�r

′)ϕk(�r)}

×c†1 · · · c†k−1c
†
k+1 · · · c†j−1c

†
j+1 · · · c†N |0〉

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



—量子力学第３: 多粒子系の量子力学— 2005冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日)116

これより

〈G| 1

2

∫
d3r

∫
d3r ′ ψ̂†(�r)ψ̂†(�r ′)g(�r − �r ′)ψ̂(�r ′)ψ̂(�r)|G〉

=
1

2

∫
d3r

∫
d3r ′g(�r − �r ′)

∑
k<j

|ϕk(�r
′)ϕj(�r) − ϕj(�r

′)ϕk(�r)|2

=
1

2

∫
d3r

∫
d3r ′g(�r − �r ′)

∑
k 
=j

{|ϕk(�r
′)|2|ϕj(�r)|2 − ϕ∗

k(�r
′)ϕj(�r

′)ϕ∗
j(�r)ϕk(�r)}

=
∑
k<j

(J(k, j) − K(k, j))

J(k, j) =

∫
d3r

∫
d3r ′|ϕi(�r)|2 g(�r − �r ′) |ϕj(�r)|2

=
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ |ϕk(�r

′)|2|ϕj(�r)|2
|�r − �r′|

K(k, j) =

∫
d3r

∫
d3r ′ϕ∗

k(�r
′)ϕj(�r

′) g(�r − �r ′) ϕ∗
j(�r)ϕk(�r)

=
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ϕ

∗
k(�r

′)ϕj(�r
′)ϕ∗

j(�r)ϕk(�r)

|�r − �r′|

よって全エネルギー ET は157

ET =
∑

i

I(i) +
∑
i<j

(
J(i, j) − K(i, j)

)
となる。この をクーロン積分, 交換積分といい、これらは正の量であり以下の

157i = j の項はクーロン積分と交換積分でキャンセルしている。
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関係を満たす。158 159 160

J(i, j) ≥ K(i, j) ≥ 0

さらに161

J(i, i) + J(j, j) ≥ 2J(i, j)

158

J(1, 2) − K(1, 2) =
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ 1

|
r − 
r ′|
1
2

(
|ϕ1(
r ′)|2|ϕ2(
r)|2 + |ϕ1(
r)|2|ϕ2(
r ′)|2

−ϕ∗
1(
r

′)ϕ2(
r ′)ϕ∗
2(
r)ϕ1(
r) − ϕ∗

1(
r)ϕ2(
r)ϕ∗
2(
r

′)ϕ1(
r ′)
)

=
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ 1

|
r − 
r ′|
1
2
(|Z|2|Y |2 + |X |2|U |2 − X∗Y ZU ∗ −Z∗UXY ∗)

=
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ 1

|
r − 
r ′|
1
2
|XU − Y Z|2 ≥ 0

X = ϕ1(
r ′), Y = ϕ2(
r ′), Z = ϕ2(
r), U = ϕ1(
r)

159まず、
e−μr

r
=

1
2π2

∫
d3k ei�k·�r 1

k2 + μ2
=

1
V

∑
�k

ei�k·�r 4π

k2 + μ2

で μ → 0 と解釈して
1
r

=
1

2π2

∫
d3k ei�k·�r 1

k2
=

1
V

∑
�k

ei�k·�r 4π

k2

160

K(1, 2) =
e2

4πε0

1
2π2

∫
d3k

1
k2

∫
d3r

∫
d3r ′ ei�k·(�r−�r ′) ϕ∗

1(
r
′)ϕ2(
r ′)ϕ∗

2(
r)ϕ1(
r)

=
e2

4πε0

1
2π2

∫
d3k

1
k2

∫
d3rei�k·�rϕ∗

2(
r)ϕ1(
r)
∫

d3r ′e−i�k·�r ′
ϕ∗

1(
r
′)ϕ2(
r ′)

=
e2

4πε0

1
2π2

∫
d3k

1
k2

∣∣∣∣ ∫ d3rei�k·�rϕ∗
2(
r)ϕ1(
r)

∣∣∣∣2 ≥ 0

161

J(i, i) + J(j, j) − J(i, j) − J(j, i) =
e2

4πε0

∫
d
r

∫
d
r ′

× 1
|
r − 
r ′|

(
|ϕi(
r)|2|ϕi(
r ′)|2 + |ϕj(
r)|2|ϕj(
r ′)|2 − |ϕi(
r)|2|ϕj(
r ′)|2 − |ϕj(
r)|2|ϕi(
r ′)|2

)
=

e2

4πε0

1
V

∑
�k

4π

k2

∫
d
r

∫
d
r ′ei�k·�re−i�k·�r ′ ×

(
|ϕi(
r)|2 − |ϕj(
r)|2

)(
|ϕi(
r ′)|2 − |ϕj(
r ′)|2

)

=
e2

4πε0

1
V

∑
�k

4π

k2

∣∣∣∣ ∫ d
rei�k·�r
(
|ϕi(
r)|2 − |ϕj(
r)|2

)∣∣∣∣2 ≥ 0
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自由フェルミ粒子系での期待値

フェルミ粒子系に対して、フェルミエネルギー EF まで一粒子状態をつめた多
粒子状態が最も簡単な多粒子状態であり Fermi Sea と呼ばれる。これは第二量子
化した表示で、

|F 〉 =
∏

ε�k≤EF

d†
�k
|0〉

ε�k =
�

2k2

2m

ψ�k(�r) =
∑

�k

1√
V

ei�k·�r

と書ける。この Fermi Sea において第二量子化した演算子の期待値をいくつか計
算してみよう。

• 粒子密度162

〈F | n̂(�r)｜F 〉 =
N

V
=

1

6π
k3

F

• 粒子粒子相関関数163

〈F |n̂(�r, �r ′)｜F 〉 =

(
N

V

)2(
1 − (f(kF |�r − �r ′|))2

)
f(kFR) = 3

sin kFR − kFR cos kF R

k3
F R3

これはパウリの原理により粒子同士が実空間で避けあうことを示しており
Exchange hole と呼ばれる。

162

〈F |n̂(
r)｜F 〉 = 〈F |ψ̂†(
r)ψ̂(
r)|F 〉

=
1
V

∑
�k,�k ′

e−i(�k−�k ′)·�r〈F |d†�kd�k ′ |F 〉

=
1
V

∑
�k,ε�k

≤EF

〈F |d†�kd�k|F 〉 =
N

V

一方

N =
∑

�k,ε�k
≤EF

1 =
(

L

2π

)3 ∫
ε�k

≤EF

d
k = V
1

8π3

4π2

3
k3

F = V
1
6π

k3
F

163相互作用項の計算で g(
r − 
r ′) = δ(
r − 
RA)δ(
r ′ − 
RB) とすれば J − K の計算からそのまま
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7.3 平均場の方程式：ハートリーフォック方程式

前節で計算した変分エネルギーを最低とする基底関数 ϕi(�r)を求めよう。基底関
数が複素量であることよりϕ∗

i (�r) とϕi(�r) とは独立に変分をとれることに注意して
ϕ∗

i (�r)に関する変分をとる。ただし束縛条件として規格化の条件
∫

d3r ϕ∗
i (�r)ϕi(�r) =

1 を N 個のラグランジュの未定乗数 εi, i = 1, · · · , N をもちいて導入しておく。
(直交条件は後で考える。)

δ

δϕ∗
i (�r)

(
ET −

∑
i

εi

∫
d3r ϕ∗

i (�r)ϕi(�r)

)
= 0

=

(
− �

2∇2

2m
+ v(�r) +

e2

4πε0

N∑
j=1

∫
d3r ′ |ϕj(�r

′)|2
|�r − �r ′| − εi

)
ϕi(�r)

− e2

4πε0

N∑
j=1

(∫
d3r ′ϕ

∗
j(�r

′)ϕi(�r
′)

|�r − �r ′|

)
ϕj(�r)

書き直すと
HFϕi(�r) = εiϕi(�r)

得られ

〈F | n̂(
r, 
r ′)｜F 〉 =
∑

k≤kF ,k′≤kF

∫
d3r

∫
d3r ′δ(
r − 
RA)δ(
r ′ − 
RB)

(
|ψ�k(
r ′)|2|ψ�k ′(
r)|2 − ψ∗

�k
(
r ′)ψ�k ′(
r ′)ψ∗

�k ′(
r)ψ�k(
r)
)

=
∑

k≤kF ,k′≤kF

(
1

V 2
− 1

V 2
e−i�k·�RBei�k ′·�RBe−i�k ′·�RAei�k·�RA

)

=
1

V 2

∑
k≤kF ,k′≤kF

(
1 − ei(�k−�k ′)·(�RA−�RB)

)

=
1

V 2

( ∑
k≤kF

1
)2 − 1

V 2

∣∣ ∑
k≤kF

ei�k·(�RA−�RB)
∣∣2 =

(
N

V

)2(
1 − f(kF |
RA − 
RB |)

)
ここで

N

V
f(kF |
RA − 
RB|) =

1
V

∑
k≤kF

ei�k·(�RA−�RB) =
1
V

L3

(2π)3

∫
k≤kF

d
k eik|�RA−�RB | cos θ

=
1

(2π)3
(2π)

∫ kF

0

dk k2 eikRAB − e−ikRAB

ikRAB
=

1
2π2RAB

∫ kF

0

∫ kF

0

dk k sin kRAB

= k3
F

1
2π2

sin kF RAB − RAB cos kF RAB

kF R3
AB

=
N

V
3

sinkF RAB − RAB cos kF RAB

k3
F R3

AB∫K

0
dk cos kR = 1

R sin KR より
∫K

0
dkk sinkR = 1

R2 (sin KR − KR cosKR) に注意。
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ここで演算子 HF は次のように定義される。

HFO =

(
− �

2∇2

2m
+ v(�r) +

e2

4πε0

N∑
j=1

∫
d3r ′ |ϕj(�r

′)|2
|�r − �r ′|

)
O(�r)

− e2

4πε0

N∑
j=1

(∫
d3r ′ϕ

∗
j(�r

′) · O(�r ′)

|�r − �r ′|

)
ϕj(�r)

ここでこの非線形演算子 HF は全ての i に共通であるからその解として直交系が
自然にとれることとなる。164 これをハートリーフォック方程式と呼ぶ。この方程
式は方程式自体が解の ϕi によるため セルフコンシステントにその解を求める必
要があることに注意しよう。一般に N 粒子系に対してこの方程式は複数の解

{ϕi(�r)}, i = 1, · · · , N

を持つが変分原理に基づき最低の全エネルギーを与えるものをその基底状態とす
る。この N 粒子系の基底状態を与える N 個の関数を順にならべて

ϕN
1 (�r), · · · , ϕN

N(�r)

としよう。
ここでハートリーフォック方程式の固有値 εN

i および全エネルギーは次のように
あたえられる。(粒子数 N 依存性をあらわに書いた。) 165

εN
i = IN (i) +

N∑
j=1

(
JN(i, j) − KN(i, j)

)
EN

T =
N∑

i=1

IN(i) +
N∑

i<j

(
JN(i, j) − KN (i, j)

)
166

ここで ϕα(�r) にある１電子を取り去る (無限遠まで移動する)ことを考えよう。
つまり ϕα(�r) 軌道をイオン化することを考える。このときハートリーフォック方

164HF のエルミート性をしめせば縮退がなければ異なる固有値の固有関数は直交するがそのエル
ミート性も運動エネルギーを除けば自明であり、運動エネルギーのエルミート性もよく知られてい
る。

165ハートリーフォック方程式に ϕ∗
i (
r) を掛けて全空間で積分して

εN
i = IN (i) +

∑
j

(JN (i, j) − KN(i, j))

166ここでクーロン積分と交換積分の i = j の項は打ち消しあっていることに注意する。(自己相
互作用のキャンセル)
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程式も変化するのでその解も全てが変化することとなるがその変化を無視する範
囲では N 粒子系での基底状態を与える ϕN

1 (�r), · · · , ϕN
N(�r) から ϕα を除いた電子

配置からなる系 |G, α〉

|G, α〉 = c†1 · · · c†α−1c
†
α+1 · · · |0〉

が N − 1 粒子系として実現することとなる。この近似の範囲でイオン化した系の
全エネルギーは

EN−1
T (α) = 〈G, α|H|G, α〉

=
∑
i
=α

IN(i) +
∑

i<j;i
=α,j 
=α

(
JN(i, j) − KN(i, j)

)
となり、（電子系を緩和させないときの) イオン化エネルギー I(α) を次のように
定義すれば

I(α) = EN−1
T (α) − EN

T

−εα はその軌道のイオン化エネルギーを与える。167 168

I(α) = −εN
α (Koopmanの定理)

Fermi Sea とハートリーフォック方程式

Fermi Sea がハートリーフォック方程式の解となっていることを確認しよう。た
だし電気的中性の条件を満たすために系は一様な正電荷の background のなかにあ
るものとする。すなわち１体のポテンシャルとして

v(�r) = − e2

4πε0
ρ+

∫
d3r ′ e−μ|�r−�r ′|

|�r − �r ′| = −4πρ+
e2

4πε0

1

μ2
, μ = +0

をとる。ここでは一様な正電荷の密度であるが電気的中性の条件より、

ρ+ =
N

V

167

I(α) = EN−1
T (α) − EN

T

= −IN (α) −
N∑

i=1

(JN (α, i) − K(α, i))

= −εN
α

168一般に安定な粒子系では εi < 0 である。
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である。以下軌道関数 ϕk = 1√
V

ei�k·�r に対するハートリーフォック方程式を考える。
まずクーロン項の演算子の部分は (|ϕk|2 = 1

V
より)

e2

4πε0

∑
k′≤kF

∫
d3r ′ 1

V

1

|�r − �r ′| =
e2

4πε0

∫
d3r ′ N

V

1

|�r − �r ′| = −v(�r)

となりポテンシャル項と打ち消す。一方, 交換項は

− e2

4πε0

∫
d3r ′ ∑

k′≤kF

1

V 3/2

1

|�r − �r ′|e
−i�k ′·�r ′

ei�k·�r ′
ei�k ′·�r

=

(
− e2

4πε0

∫
d3r ′ ∑

k′≤kF

1

V

1

|�r − �r ′|e
−i(�k−�k,′)·(�r−�r ′)

)
1√
V

ei�k·�r

=

(
− e2

4πε0

∫
d3r ′ ∑

k′≤kF

1

V

ei(�k−�k,′)·�R

R

)
1√
V

ei�k·�r
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と書ける。これはここでの軌道関数 1√
V

ei�k·�r がハートリーフォック方程式の固有関
数であることを意味しており、その固有値 ε�k は

169 170

ε�k =
�

2k2

2m
− εex

�k

εex
�k

=
e2

4πε0

∫
d3r ′ ∑

k′≤kF

1

V

ei(�k−�k,′)·�R

R

=
e2

4πε0

1

π

(
kF +

k2
F − k2

2k
log

∣∣∣∣kF + k

kF − k

∣∣∣∣)
となる。

169

e2

4πε0

∫
d3r ′ ∑

k′≤kF

1
V

ei(�k−�k,′)·�R

R
=

e2

4πε0

1
2π2

∫
d3r ′

∫
d 
K

ei �K·�R

K2
ei(�k−�k,′)·�R

=
e2

4πε0

∑
k′≤kF

1
V

1
2π2

∫
d 
K(2π)3δ(
k − 
k,′ + 
K)

1
K2

=
e2

4πε0

∑
k′≤kF

1
V

(4π)
1

|
k − 
k ′|2

=
e2

4πε0

1
π2

∫
k′≤kF

d
k ′ 1

|
k − 
k ′|2

=
e2

4πε0

1
π2

2π

∫ kF

0

dk′k′2
∫ −1

1

d(cos θ)
1

k2 + k′2 − 2kk′ cos θ

=
e2

4πε0

1
π2

2π

∫ kF

0

dk′ k′2 1
−2kk′ log

∣∣k2 + k′2 − 2kk′t
∣∣∣∣∣∣t=1

t=−1

=
e2

4πε0
πk

∫ kF

0

dk′ k′ log
∣∣k′ + k

k′ − k

∣∣∣∣
=

e2

4πε0

1
π

(
kF +

k2
F − k2

2k
log
∣∣∣∣kF + k

kF − k

∣∣∣∣)
170
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8 スピンを持つ電子系での一粒子状態と平均場近似

8.1 多電子系のハミルトニアン

全節での議論を踏まえ、スピンをもつフェルミ粒子系の典型である多電子系を
考察しよう。ハミルトニアンとしてはクーロン力がスピンによらないことに注意
して通常次のものをとる。

H = H0 + Hint

H0 =
∑
σ=1,2

∫
d3r ψ†

σ(�r)

(−�
2∇2

2m
+ v(�r)

)
ψσ(�r)

Hint =
1

2

∑
σ,σ′=1,2

∫
d3r

∫
d3r ′ ψ†

σ(�r)ψ†
σ′(�r

′)
e2

4πε0

1

|�r − �r′|ψσ′(�r ′)ψσ(�r)

8.2 スピン軌道関数

ハミルトニアンの中で相互作用以外の項 H0 はスピン変数について単純な和と
なっているので変数分離型の一粒子固有状態 |jμ〉 をもち、それは以下のように書
ける。

H0|jμ〉 = εjμ|jμ〉 (εjμ = εj)

|jμ〉 = ϕj(�r)χμ(σ)c†jμ|0〉(−�
2∇2

2m
+ v(�r)

)
ϕj(�r) = εjϕj(�r)

ここで cjμ は反交換関係

{cjμ, c
†
j′μ′} = δjj′δμμ′ , {cjμ, cj′μ′} = 0, {c†jμ, c†j′μ′} = 0

に従うフェルミ粒子の消滅演算子であり、χμ(σ) は規格直交化されたスピン関数で
あり、例えば sz = �

2
σz の固有状態として μ =↑↓ が次のようにとれる。171

sz|χ↑〉 =
�

2
|χ↑〉 sz|χ↓〉 = −�

2
|χ↓〉

χ↑(σ) = |χ↑〉σ, χ↓(σ) = |χ↓〉σ, σ = 1, 2

171

sz =
�

2

(
1 0
0 −1

)
|χ↑〉 =

(
1
0

)
|χ↓〉 =

(
0
1

)
この場合 χ↑(1) = 1, χ↑(2) = 0, χ↓(1) = 0, χ↓(2) = 1である。
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これらのスピン関数は規格直交性

〈χμ|χμ′〉 =
∑

σ

χ∗
μ(σ)χμ′(σ) = δμμ′

および完全性の条件 ∑
μ

|χμ〉〈χμ| = I2∑
μ

χμ(σ)χ∗
μ(σ′) = δσσ′

を満たす。
空間座標 �r とスピン座標 σ = 1, 2 を τ = (�r, σ) として一緒に考えスピン軌道関

数 φjμ(τ) を次のように定義する。

φjμ(τ) = ϕj(�r)χμ(σ), τ = (�r, σ)

このスピン軌道関数を考えると前節の議論がスピンのある場合にもそのまま適用
できることに注意しよう。

8.3 一粒子状態の全エネルギー

N 粒子系の一粒子波動関数として次のものをとろう。

|G〉 = |j1μ1, · · · , jNμN〉 = c†j1μ1
· · · c†jNμN

|0〉

この状態での H0 の期待値は前節にならい以下のようになる。172

〈G|H0|G〉 =
N∑

n=1

I(jn)

I(jn) =

N∑
n=1

∫
d3r ϕ∗

jn
(�r)

(
− �

2

2m
∇2 + v(�r)

)
ϕjn(�r)

172ここでスピン関数の規格化を用いている。(〈μ|μ〉 = 1 )
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相互作用の期待値についてはこれも前節にならい

〈G|Hint|G〉 =
∑
n<n′

(J(knμn, jn′τn′) − K(knμn, jn′τn′))

J(kμ, jν) =
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ |ϕk(�r

′)|2〈μ|μ〉|ϕj(�r)|2〈ν|ν〉
|�r − �r′|

=
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ |ϕk(�r

′)|2|ϕj(�r)|2
|�r − �r′| = J(k, j)

K(kμ, jν) =
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ϕ

∗
k(�r

′)ϕj(�r
′)〈μ|ν〉ϕ∗

j(�r)〈ν|μ〉ϕk(�r)

|�r − �r′|

=
e2

4πε0

∫
d3r

∫
d3r ′ϕ

∗
k(�r

′)ϕj(�r
′)ϕ∗

j(�r)ϕk(�r)

|�r − �r′| δμν =

{
K(k, j) μ = ν

0 μ �= ν

となる。ここで交換積分はスピン関数が等しいものの間でのみ寄与することに注
意する。よって全エネルギー ET は

ET =
∑

n

I(jn) +
∑
n<n′

J(jn, jn′) −
∑

n < n′
μn = μn′

K(jn, jn′)

となる。

8.4 電子系のハートリーフォック方程式

前節で考えた一体波動関数

|G〉 = |j1μ1, · · · , jNμN〉 = c†j1μ1
· · · c†jNμN

|0〉

に対して全エネルギーを変分の意味で停留とする軌道関数 ϕi(�r) を求めることを
考えよう。ただしスピン関数は与えられているとする。対応してスピン ↑ をもつ
電子の軌道関数を ϕ↑

i , スピン ↓ をもつ電子の軌道関数を ϕ↓
i と書き、規格化の条

件を合わせて N 個の未定乗数 ε↑i , ε↓i をもちいて導入しておく。その結果はスピン
レスの場合を参考にすると容易にハートリーフォック方程式系として次のように
なる。

H↑
F ϕ↑

i (�r) = ε↑i ϕ
↑
i (�r)

H↓
F ϕ↓

i (�r) = ε↓i ϕ
↓
i (�r)
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ここで演算子 H↑
F および H↓

F は次のように定義される。

H↑
FO =

(
− �

2∇2

2m
+ v(�r) +

e2

4πε0

N∑
n=1

∫
d3r ′ |ϕjn(�r ′)|2

|�r − �r ′|

)
O(�r)

− e2

4πε0

∑
n,μn=↑

(∫
d3r ′ϕ

∗
jn

(�r ′) · O(�r ′)

|�r − �r ′|

)
ϕjn(�r)

H↓
FO =

(
− �

2∇2

2m
+ v(�r) +

e2

4πε0

N∑
n=1

∫
d3r ′ |ϕjn(�r ′)|2

|�r − �r ′|

)
O(�r)

− e2

4πε0

∑
n,μn=↓

(∫
d3r ′ϕ

∗
jn

(�r ′) · O(�r ′)

|�r − �r ′|

)
ϕjn(�r)

ここでこの非線形演算子 H↑
F およびH↓

F はそれぞれのスピンの軌道関数の方程式
に共通であるからその解として直交系が自然にとれることとなる。またスピンの
異なるものの間ではスピン関数を考えれば直交することがわかる。
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第 IV部

多電子原子の電子構造

9 原子の1電子準位と周期律表

9.1 水素類似原子の１電子準位構造

ここでまず初めに水素類似原子の一粒子電子構造を求めておこう。まずハミル
トニアンと対応するシュレディンガー方程式は

h =
p2

2m
− α

r

hψ = Eψ

α =
Ze2

4πε0

である。まず、角運動量演算子

�L = �r × �p

Li = εijkrjpk

に対して173 174

[�L, h] = 0

173まず、

[ri, pj ]f = ripjf − pjrif = ripjf − (pjri)f − ripjf = +i�∂jrif = i�δijf−→[ri, pj] = i�δij

[pi, f ]g = pifg − fpig = (pif)g + fpig − fpig = (pif)g = −i�(∂if)g −→[pi, f ] = −i�(∂if)

[pi, r
−n] = −i�∂i(rjrj)−n/2 = i�(n/2)(rjrj)−n/2−12ri = i�nr−n−2ri

174

[Li, pa] = εijk[rjpk, pa] = εijk[rj , pa]pk = i�εiakpk

[Li, p
2] = εiab[rapb, p
p
] = εiab(p
[ra, p
] + [ra, p
]p
)pb = 2i�εi
bp
pb = 0 より [
L,

p2

2m
] = 0

[Li, r
−1] = εiab[rapb, r

−1] = εiabra[pb, r
−1] = εiabrai�r−3ri = 0

同様に [Li, r
−n] = 0

よって

[
L, h] = 0
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さらに (パウリに従って)

�M =
1

2m
(�p × �L − �L × �p) − α

r
�r

として175

[ �M, h] = 0

となる。
すなわち �L と �M とは保存量となる。
さらに

175

[(
p × 
L − 
L × 
p)i, p
2] = εijk[pjLk − Ljpk, p
p
] = εijk(pj [Lk, p2] − [Lj , p

2]pk) = 0

[(
p × 
L − 
L × 
p)i, r
−1] = εijk[pjLk − Ljpk, r−1] = εijk([pj , r

−1]Lk − Lj[pk, r−1]) = i�r−3εijk(rjLk − Ljrk)

= i�r−3εijk(rjεkabrapb − εjabrapbrk)

= i�r−3{(δiaδjb − δibδja)rjrapb + (δiaδkb − δibδka)rapbrk)}
= i�r−3{(rjripj − rjrjpi + ripkrk − rkpirk)

= i�r−3{rjripj − r2pi + ripkrk − rk(rkpi + [pi, rk])}
= i�r−3(rjripj − 2r2pi + ripkrk + i�ri)

[r−1ri, p
2] = −[p2, r−1ri] = −r−1[p2, ri] − [p2, r−1]ri = 2i�r−1pi − [p2, r−1]ri

= 2i�r−1pi − p
[p
, r
−1]ri − [p
, r

−1]p
ri

= 2i�r−1pi − i�p
r
−3r
ri − i�r−3r
p
ri

= 2i�r−1pi − i�(r−3p
 + [p
, r
−3])r
ri − i�r−3r
p
ri

= 2i�r−1pi − i�r−3p
r
ri − i�[p
, r
−3]r
ri − i�r−3r
p
ri

= i�r−3(2r2pi − p
r
ri − r
p
ri) − 3(i�)2r−5r
r
ri

= i�r−3(2r2pi − p
r
ri − r
p
ri − 3i�ri)

より

[Mi, h] = − α

2m
i�r−3(rjripj + ripkrk − p
r
ri − r
p
ri − 2i�ri)

= − α

2m
i�r−3(r
rip
 + rip
r
 − p
r
ri − r
p
ri − 2i�ri)

= − α

2m
i�r−3(r
[ri, p
] + [ri, p
r
] − 2i�ri)

= − α

2m
i�r−3(ri[ri, pi] + [ri, pi]ri − 2i�ri) = 0
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176

[Ma, Mb] = −i�
2

m
hεabcLc

よって束縛状態 E < 0 に対しては

M̃a =

√
− m

2E
Ma

176

(
p × 
L − 
L × 
p)i = εijk(pjLk − Ljpk) = εijk(pjLk − pkLj − [Lj, pk])
= εijk(pjLk − pkLj − i�εjklpl) = εijk(pjLk − pkLj) − 2i�δilpl

= εijk(pjLk − pkLj) − 2i�pi

= εijk(pjεkab − pkεjab)rapb − 2i�pi

= {(δiaδjb − δibδja)pj + (δiaδkb − δibδka)pk}rapb − 2i�pi

= pjripj − pjrjpi + pkripk − pkrkpi − 2i�pi

= 2pjripj − 2pjrjpi − 2i�pi

= 2pj(pjri + i�δij) − 2pj(pirj + i�δij) − 2i�pi

= 2p2ri − 2pjpirj − 2i�pi

1
4
[(
p × 
L − 
L × 
p)a, (
p × 
L − 
L × 
p)b]

=[p2ra − pipari − i�pa, p
2rb − pjpbrj − i�pb]

=[p2ra, p2rb − pjpbrj − i�pb]

− [pipari, p
2rb − pjpbrj − i�pb]

− i�[pa, p2rb − pjpbrj − i�pb]

=[p2ra, p2rb] − [p2ra, pjpbrj ] − i�[p2ra, pb]

− [pipari, p
2rb] + [pipari, pjpbrj ] + i�[pipari, pb]

− i�[pa, p2rb] + i�[pa, pjpbrj ] + (i�)2[pa, pb]

={p2[ra, p2]rb + p2[p2, rb]ra} − {p2[ra, pjpb]rj + pjpb[p2, rj ]ra} − i�p2[ra, pb]

− {pipa[ri, p
2]rb + p2[pipa, rb]ri} + {pipa[ri, pjpb]rj + pjpb[pipa, rj ]ri} + i�pipa[ri, pb]

− i�p2[pa, rb] + i�pjpb[pa, rj ]

={2i�p2parb − 2i�p2pbra} − i�{p2(δajpb + δabpj)rj − 2pjpbpjra} − (i�)2p2δab

− {2i�pipapirb − i�p2(δibpa + δabpi)ri} + i�{pipa(δijpb + δibpj)rj − pjpb(δijpa + δajpi)ri} + (i�)2pipaδib

+ (i�)2p2δab − (i�)2pjpbδaj

={
4︷ ︸︸ ︷

2i�p2parb −
5︷ ︸︸ ︷

2i�p2pbra} − i�{p2(pbra +

1︷ ︸︸ ︷
δabpjrj) −

5︷ ︸︸ ︷
2pjpbpjra} −

2︷ ︸︸ ︷
(i�)2p2δab

− {
4︷ ︸︸ ︷

2i�pipapirb −i�p2(parb +

1︷ ︸︸ ︷
δabpiri)} + i�{

6︷ ︸︸ ︷
pipapbri +

7︷ ︸︸ ︷
pbpapjrj −

7︷ ︸︸ ︷
pipbpari −

6︷ ︸︸ ︷
papbpiri} +

3︷ ︸︸ ︷
(i�)2pbpa

+

2︷ ︸︸ ︷
(i�)2p2δab −

3︷ ︸︸ ︷
(i�)2papb

=i�p2(parb − pbra) = i�p2(rbpa − rapb) = −i�p2(rapb − rbpa)
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として

[M̃a, M̃b] = i�εabcLc

と考えてよい。

1
2
[(
p × 
L − 
L × 
p)a, r−1rb]

=[p2ra − pipari − i�pa, r
−1rb] = [p2ra, r−1rb] − [pipari, r

−1rb] − i�[pa, r
−1rb]

=pi[pi, r
−1rb]ra + [pi, r

−1rb]pira − pi[pa, r−1rb]ri − [pi, r
−1rb]pari − i�[pa, r

−1rb]

([pα, r−1rβ ] = r−1[pα, rβ ] + [pα, r−1]rβ = −i�r−1δαβ + i�r−3rαrβ)

=i�pi(−r−1δib + r−3rirb)ra + i�(−r−1δib + r−3rirb)pira − i�pi(−r−1δab + r−3rarb)ri

− i�(−r−1δib + r−3rirb)pari − (i�)2(−r−1δab + r−3rarb)

=i�{−pbr
−1ra +

3︷ ︸︸ ︷
pir

−3rirbra −
2︷ ︸︸ ︷

r−1pbra +

1︷ ︸︸ ︷
r−3rirbpira +δabpir

−1ri −
3︷ ︸︸ ︷

pir
−3rarbri

+

2︷ ︸︸ ︷
r−1parb −

1︷ ︸︸ ︷
r−3rirbpari +i�r−1δab − i�r−3rarb}

=i�{−pbr
−1ra +

2︷ ︸︸ ︷
r−1(parb − pbra)+

1︷ ︸︸ ︷
r−3rirb(pira − pari)+δabpir

−1ri + i�r−1δab − i�r−3rarb}

=i�{−pbr
−1ra +

2︷ ︸︸ ︷
r−1(rbpa − rapb)+

1︷ ︸︸ ︷
r−3rirb(rapi − ripa)+δabpir

−1ri + i�r−1δab − i�r−3rarb}

=i�{−pbr
−1ra + r−1(

1︷︸︸︷
rbpa −rapb) + r−3rirbrapi −

1︷ ︸︸ ︷
r−1rbpa +δabpir

−1ri + i�r−1δab − i�r−3rarb}
=i�{−pbr

−1ra − r−1rapb + r−3rirbrapi + δabpir
−1ri + i�r−1δab − i�r−3rarb}

よって

1
2
{[(
p × 
L − 
L × 
p)a, r−1rb] + [r−1ra, (
p × 
L − 
L × 
p)b]}

= i�{−pbr
−1ra + par−1rb − r−1(rapb − rbpa)}

= i�{−r−1pbra − [pb, r
−1]ra + r−1parb + [pa, r−1]rb − r−1(rapb − rbpa)}

= i�{r−1(−pbra + parb) − r−1(rapb − rbpa)}
= i�{r−1(−rapb + rbpa) − r−1(rapb − rbpa)}
= −2i�r−1(rapb − rbpa)

これらより

[Ma, Mb] = [
1

2m
(
p × 
L − 
L × 
p)a − αr−1ra,

1
2m

(
p × 
L − 
L × 
p)b − αr−1rb]

= − 1
m2

i�p2(rapb − rbpa) +
α

m
2i�r−1(rapb − rbpa)

= −i�
2
m

(
p2

2m
− α

r

)
εabcLc = −i�

2
m

hεabcLc

εabcLc = εabcεcijripj = (δaiδbj − δajδbi)ripj = rapb − rbpa
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また177

�L · �M = �M · �L = 0

�L · �̃M = �̃M · �L = 0

さらに178

[Mi, Lj] =εijkMk

[M̃i, Lj] =εijkM̃k

177


M · 
L =
1

2m
(
p × 
L − 
L × 
p)iLi − αr−1riLi

=
1
m

(p2ri − pjpirj − i�pi)εiabrapb − αr−1riεiabrapb

= − 1
m

εiab(pjpirjrapb + i�pirapb)

= − 1
m

εiab{pjpi(pbrjra + [rjra, pb]) + i�pi(pbra + [ra, pb])}

= − 1
m

εiab{pjpi[rjra, pb] + i�pi[ra, pb]}

= − 1
m

εiab{pjpi(δjapb + δabra) + (i�)2piδab} = 0


L · 
M = ( 
M · 
L)† = 0

178

[Mi, Lj] =
2
m

εjab[p2ri − pjpirj − i�pi, rapb] − αεjab[r−1ri, rapb]

=
2
m

εjab{[p2, ra]pbri + p2ra[ri, pb]

− [pjpi, ra]pbrj − pjpira[rj , pb]
− i�[pi, ra]pb}
− αεjabra{r−1[ri, pb] + [r−1, pb]ri}

=
2i�

m
εjab{−2papbri + p2raδib

+ (δjapi + δiapj)pbrj − pjpiraδjb

+ i�δiapb}
− αεjabra{r−1δib − r−3rbri}

=
2i�

m
{εjaip

2ra

+ εjibpjpbrj

+ εjibi�pb}
− αεjairar−1

=i�εija{
2
m

(p2ra − pjparj − i�pa) − αr−1ra} = εijaMa
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最後にM2 を計算してみると179

M2 =
2

m
h(L2 + �

2) + α2

179

M2 ={ 1
2m

εiab(paLb − Lapb) − αr−1ri}{
1

2m
εicd(pcLd − Lcpd) − αr−1ri}

=
1

4m2
(δacδbd − δadδbc)(paLb − Lapb)(pcLd − Lcpd)

− α

2m
εiab{(paLb − Lapb)r−1ri + r−1ri(paLb − Lapb)} + α2

=
1

4m2
{(paLb − Lapb)(paLb − Lapb) − (paLb − Lapb)(pbLa − Lbpa)}

− α

2m
εiab{(paLb − Lapb)r−1ri + r−1ri(paLb − Lapb)} + α2

まず

(paLb − Lapb)(paLb − Lapb) − (paLb − Lapb)(pbLa − Lbpa)
=(paLb − Lapb)(paLb − Lapb − pbLa + Lbpa)
=(paLb − pbLa − [La, pb])(paLb − pbLa − [La, pb] − pbLa + paLb + [Lb, pa])
=(paLb − pbLa − i�εabcpc)(paLb − pbLa − i�εabcpc − pbLa + paLb + i�εbacpc)
=2(paLb − pbLa − i�εabcpc)(paLb − pbLa − i�εabdpd)

=2
{

paLb(paLb − pbLa − i�εabdpd)

− pbLa(paLb − pbLa − i�εabdpd)

− i�εabcpc(paLb − pbLa − i�εabdpd)
}

=2
{

paLbpaLb − paLbpbLa − i�εabdpaLbpd

− pbLapaLb + pbLapbLa + i�εabdpbLapd

− i�εabcpcpaLb + i�εabcpcpbLa − �
2εabdεabcpcpd

}
=2
{

pa(paLb + [Lb, pa])Lb − papbLbLa − i�εabdpa(pdLb + [Lb, pd])

− pbpaLaLb + pb(pbLa + [La, pb])La + i�εabdpb(pdLa + [La, pd])

− �
22p2

}
=2
{

p2L2 − papbLbLa + �
2εabdεbdcpapc

+ pbpaLaLb + p2L2 − �
2εabdεadcpbpc − 2�

2p2

}
=2
{

2p2L2 − papbLbLa + �
22δacpapc

+ pbpaLaLb + �
22δbcpbpc − 2�

2p2

}
=4p2L2 + 4�

2p2 + 2papb(LaLb − LbLa) = 4p2(L2 + �
2)
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エネルギー E < 0 の束縛状態に対しては180

0 =
2E

m
((L ± M̃)2 + �

2) + α2

つぎに

εiab{(paLb − Lapb)r−1ri = εiab{par
−1Lbri − La(r−1pb + [pb, r

−1])ri}
=εiab{(r−1pa + [pa, r−1])Lbri − r−1Lapbri − i�Lar

−3rbri}
=εiab{(r−1pa + i�r−3ra)Lbri − r−1Lapbri}
=εiab{r−1paLbri + i�r−3(Lbra + i�εbajrj)ri − r−1Lapbri}
=εiab{r−1paLbri + i�r−3i�εbajrjri − r−1Lapbri}

ここで [ri, Lj] = εjab[ri, rapb] = εjabra[ri, pb] = i�εjabraδib = i�εijara

=r−1εiab(paLb − Lapb)ri + 2�
2r−1

これらをあわせて

M2 =
p2

m2
(L2 + �

2)

− α

2m
r−1{εiab

(
ri(paLb − Lapb) + (paLb − Lapb)ri

)
+ 2�

2} + α2

ここで

εiab{ri(paLb − Lapb) + (paLb − Lapb)ri} = εiab{ripaLb − riLapb + paLbri − Lapbri}
=εiab{ripaLb − ri(pbLa + [La, pb]) + (Lbpa + [pa, Lb])ri − Lapbri}
=εiab{ripaLb − ripbLa − i�riεabcpc + Lbpari + i�εabcpcri − Lapbri}
=εiab{ripaLb − ripbLa + Lbpari − Lapbri}
=εiab{ripaLb − rapiLb + Lbpari − Lbpira}
=εiab(ripa − rapi)Lb + Lbεiab(pari − pira)

=εiab(ripa − rapi)Lb + Lbεiab(ripa − rapi) = 2L2

以上から

M2 =
p2

m2
(L2 + �

2) − α

m

2
r
(L2 + �

2) + α2

=
2
m

h(L2 + �
2) + α2

180

−2E

m
M̃2 =

2E

m
(L2 + �

2) + α2

0 =
2E

m
(L2 + M̃2 + �

2) + α2

=
2E

m
((L ± M̃)2 + �

2) + α2
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一方

�I =
1

2
(�L + �̃M)

�J =
1

2
(�L − �̃M)

は181

[Ii, Ij ] =i�εijkIk

[Ji, Jj ] =i�εijkJk

と角運動量の交換関係をみたしお互いに独立である。182

[Ii, Jj] = 0

よって半奇整数 i, j を用いて

I2 =�
2i(i + 1)

J2 =�
2j(j + 1)

とおけ、�L · M̃ = 0 より n を整数として183

E = − mα2

2�2

1

n2

181

[Ii, Ij ] =
1
4

(
[M̃i, M̃j] + [M̃i, Lj] + [Li, M̃j ] + [Li, Lj ]

)
=

i�

4
εijk(L̃k + M̃k + M̃k + Lk) = εijkIk

[Ji, Jj ] =
1
4

(
[M̃i, M̃j ] − [M̃i, Lj] − [Li, M̃j] + [Li, Lj]

)
=

i�

4
εijk(L̃k − M̃k − M̃k + Lk) = εijkJk

182

[Ii, Jj ] =
1
4
[Li + M̃i, Lj − M̃j]

=
1
4
([Li, Lj] − [Li, M̃j] + [M̃i, Lj] − [M̃i, M̃j])

=i�εijk(Lk − M̃k + M̃k − Lk) = 0

183

i = j =
n − 1

2
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縮退度は �I = �L + �̃M より i = n−1
2
に対して可能な L は

0, 1, · · · ,
n − 1

2

あり全体の縮退度は

n−1
2∑

�=0

(2� + 1) = n2

となる。

9.2 多電子原子のハミルトニアン

原点に +Ze の電荷を持つ核がある多電子原子系のハミルトニアンとして第二量
子化した次のものを考える。

H = H0 + Hint

H0 =

∫
dτ ψ†(τ)h(τ)ψ†(τ)

=
∑

σ

∫
d�r ψ†

σ(�r)

(
− �

2�∇2

2m
− 1

4πε0

Ze2

r

)
ψσ(�r)

Hint =
1

2

∫
dτ

∫
dτ ′ψ†(τ)ψ†(τ ′)g(|τ − τ ′|)ψ(τ ′)ψ(τ)

=
1

4πε0

e2

2

∫
d�r

∫
d�r′
∑

σ

∑
σ′

ψ†
σ(�r)ψ†

σ′(�r
′)

1

|�r − �r′|ψσ′(�r ′)ψσ(�r)∫
dτ =

∫
d3r
∑

σ

ここで第二量子化された演算子

ψ(τ) = ψσ(�r), τ = (�r, σ)

つまり

0 =
2E

m
(4I2 + �

2) + α2

=
2E�

2

m
(4i(i + 1) + 1) + α2

=
2E�

2

m
((n − 1)(n + 1) + 1) + α2 =

2E�
2

m
n2 + α2

E = − mα2

2�2

1
n2
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は

φαμ(τ) = φα(�r)χμ(σ)

を中心力場中の束縛状態に関する規格化された完全系であるスピン軌道関数とし
て以下のように定義される。

ψ(τ) = ψσ(�r) =
∑
α,μ

φα(�r)χμ(σ)cαμ

{c†αμ, cα′μ′} = δαα′δμμ′ , {cα,μ, cα′μ′} = 0,

α : nlm = {1s, 2s, 2pm=1 · · ·}(
− �

2�∇2

2m
− 1

4πε0

Ze2

r

)
φnlm(�r) = εnlmφnlm(�r)

�� 2φnlm(�r) = �
2l(l + 1)φnlm(�r)

�zφnlm(�r) = �mφnlm(�r)

�� = �r × �

i
�∇

szχ↑↓(σ) = ±1

2
�χ↑↓(σ)

�s 2χ↑↓(σ) =
1

2
(
1

2
+ 1)�2χ↑↓(σ)

ここで角運動量およびスピンが保存することを用い分光学の記号

s(l = 0), p(l = 1), d(l = 2), f(l = 3), g(l = 4), h(l = 5), · · ·

を用いた。

9.3 元素の周期律と遮蔽効果

もし電子間の相互作用が無視でき、電子が独立に運動するとすればH0 の固有
状態にエネルギーの低いものから準位あたり２個まで粒子を詰めていったものが
N 電子系の基底状態となる。そこで H0 の一粒子固有エネルギー εnlm についてま
とめておく。

• n を主量子数, � を軌道角運動量量子数, m を磁気角運動量量子数という。

• n = 1, 2, 3, · · · であり、� = 0, 1, 2, · · · , n また � = 0(s), � = 1(p), � = 2(d),

� = 3(f) 等と書く。

• 磁気角運動量量量子数についてはエネルギーは縮退している。(球対称ポテ
ンシャル)

εnlm = εnlm′
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• 軌道角運動量量量子数についてもエネルギーは縮退している。(クーロン力
の特殊性)

εnlm = εnl′m

• 主量子数 n の小さいものほどエネルギーは小さい。

εnlm < εn′lm, n < n′,

(1s) < (2s) < (3s) < · · ·
(2p) < (3p) < (4p) < · · ·
(3d) < (4d) < · · ·

電子間の相互作用を考えた場合原子核中心は他の電子密度も一般に大きいので
核からの中心力が遮蔽される割合が大きくエネルギー的に低いと考えられる。ま
た角運動量の小さい状態ほど原子核付近に存在する確率が大きい。この効果を考
えると純粋なクーロン力の場合の軌道角運動量に対する縮退は解ける。これを考
えにいれると電子数の少ない方から元素の基底状態が次のような電子配置で与え
られることが納得できるであろう。
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まず

H1 (1s)1

He2 (1s)2

Li3 (He)(2s)1

Be4 (He)(2s)2

B5 (He)(2s)2(2p)1

C6 (He)(2s)2(2p)2

N7 (He)(2s)2(2p)3

O8 (He)(2s)2(2p)4

F 9 (He)(2s)2(2p)5

Ne10 (He)(2s)2(2p)6

Na11 (Ne)(3s)

Mg12 (Ne)(3s)2

Al13 (Ne)(3s)2(3p)1

Si14 (Ne)(3s)2(3p)2

P 15 (Ne)(3s)2(3p)3

S16 (Ne)(3s)2(3p)4

Cl17 (Ne)(3s)2(3p)5

Ar18 (Ne)(3s)2(3p)6

ここまではクーロン力の場合で理解できる。クーロン力のみの場合次に 3d に入る
が前述の遮蔽を考えるとと (4s) の方がエネルギー的に低く

K19 (Ar)(4s)1

Ca20 (Ar)(4s)2

と (4s) に先に入る。その後はしばらく (3d) に電子がはいり遷移金属元素と呼ば
れる。これらは最も中心から遠い電子は (4s)2 と共通であるため化学的に似た性
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質がある。

Sc21 (Ar)(3d)1(4s)2

T i22 (Ar)(3d)2(4s)2

V 23 (Ar)(3d)3(4s)2

Cr24 (Ar)(3d)5(4s)1 ( 例外)

Mn25 (Ar)(3d)5(4s)2

Fe26 (Ar)(3d)6(4s)2

Co27 (Ar)(3d)7(4s)2

Ni28 (Ar)(3d)8(4s)2

Cu29 (Ar)(3d)10(4s)1 ( 例外)

Zn30 (Ar)(3d)10(4s)2

...
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10 電子配置と多重項構造

10.1 多重項と摂動論

前節では多電子の効果を遮蔽効果として平均して考えたが、ここで、クーロン
相互作用を摂動論により考察してみよう。まず相互作用を含めた全ハミルトニア
ンが全軌道角運動量および全スピンを保存量とすることに注意しよう。これを第
二量子化の表示で考察しよう。第二量子化での全軌道角運動量演算子ならびに全
スピン演算子は一般論により

�L =

∫
d3r
∑

σ

ψ†
σ(�r) ��(�r)ψσ(�r)

�S =

∫
d3r
∑
σ,σ′

ψ†
σ(�r)�sσσ′ψσ′(�r)

となる。
上の演算子は特定の表示ではより具体的に次のように書ける。

��(�r) = −i��r × �∇

�s =
�

2
[�σ]σσ′

ここで �σ = (σx, σy, σz) はパウリ行列とよばれる以下の行列である。184

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
,

なおこれらは角運動量の交換関係185

[Li, Lj ] = i�εijkLk

[Si, Sj ] = i�εijkSk

184

σ2
α = I, σασβ = −σβσα (α �= β), σxσy = iσz, · · ·

185例えば

LxLy =
∫

d3r

∫
d3r′

∑
σ

∑
τ

ψ†
σ(
r)(−i�
r × 
∇r)xψσ(
r)ψ†

τ (
r′)y(−i�
r′ × 
∇r′)ψτ (
r′)

=
∫

d3r

∫
d3r′

∑
σ

∑
τ

ψ†
σ(
r)(−i�
r × 
∇r)x{−ψ†

τ(
r′)ψσ(
r) + δ(
r − 
r′)δστ}(−i�
r′ × 
∇r′)yψτ (
r′)

=
∫

d3r

∫
d3r′

∑
σ

∑
τ

ψ†
σ(
r)ψ†

τ (
r′)(−i�
r × 
∇r)x(−i�
r′ × 
∇r′)yψτ (
r′)ψσ(
r)

+
∫

d3r
∑

σ

ψ†
σ(
r)(−i�
r × 
∇r)x(−i�
r′ × 
∇r)yψσ(
r)
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を満たす。

よって

[Lx, Ly] =
∫

d3r
∑

σ

ψ†
σ(
r)[(−i�
r × 
∇r)x, (−i�
r′ × 
∇r)y]ψσ(
r)

= i�

∫
d3r

∑
σ

ψ†
σ(
r)(−i�
r × 
∇r)zψσ(
r)

= i�Lz

またスピン演算子については例えば

SxSy =
∫

d3r

∫
d3r′

∑
σσ′

∑
ττ ′

ψ†
σ(
r)

�

2
[σx]σσ′ψσ(
r)ψ†

τ (
r′)y
�

2
[σy]ττ ′ψτ (
r′)

=
�

2

4

∫
d3r

∫
d3r′

∑
σσ′

∑
ττ ′

ψ†
σ(
r)

�

2
[σx]σσ′{−ψ†

τ(
r′)ψσ′(
r) + δ(
r − 
r′)δσ′τ}[σy]ττ ′ψτ ′(
r′)

=
�

2

4

∫
d3r

∫
d3r′

∑
σσ′

∑
ττ ′

ψ†
σ(
r)ψ†

τ (
r′)[σx]σσ′ [σy ]ττ ′ψτ ′(
r′)ψσ′ (
r)

+
�

2

4

∫
d3r

∑
στ ′

ψ†
σ(
r)[σxσy ]στ ′ψτ ′(
r)

よって

[Sx, Sy] = i�

∫
d3r

∑
σσ′

ψ†
σ(
r)

�

2
[σz]σσ′ψσ′(
r)

= i�Sz
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また �L および �S は相互作用を含むハミルトニアンとも可換である。186 187 188

186まず
[H0, 
L] = 0

については

H0Lα = −
( �

2

2m

) ∫
d3r

∫
d3r ′∑

σ

∑
σ′

ψ†
σ(
r)
∇r

2ψσ(
r)ψ†
σ′(
r ′)�r′

α ψσ′(
r ′)

= −
( �

2

2m

) ∫
d3r

∫
d3r ′∑

σ

∑
σ′

ψ†
σ(
r)
∇r

2(−ψ†
σ′(
r ′)ψσ(
r) + δ(
r
r ′)δσσ′ )�r′

α ψσ′(
r ′)

= −
( �

2

2m

) ∫
d3r

∫
d3r ′∑

σ

∑
σ′

ψ†
σ′(
r ′)ψ†

σ(
r)
∇r
2ψσ(
r)�r′

α ψσ′(
r ′)

−
( �

2

2m

) ∫
d3r
∑

σ

ψ†
σ′(
r)
∇r

2
[
�r
αψσ′(
r)

]

LαH0 = −
( �

2

2m

) ∫
d3r

∫
d3r ′∑

σ

∑
σ′

ψ†
σ′(
r ′)�r′

α ψσ′ (
r ′)ψ†
σ(
r)
∇r

2ψσ(
r)

= −
( �

2

2m

) ∫
d3r

∫
d3r ′∑

σ

∑
σ′

ψ†
σ′(
r ′)�r′

α (−ψ†
σ(
r)ψσ′ (
r ′) + δ(
r
r ′)δσσ′ )
∇r

2ψσ(
r)

= −
( �

2

2m

) ∫
d3r

∫
d3r ′∑

σ

∑
σ′

(−)ψ†
σ′(
r ′)ψ†

σ(
r)�r′
α ψσ′(
r ′)
∇r

2ψσ(
r)

−
( �

2

2m

) ∫
d3r ′∑

σ′
ψ†

σ′(
r ′)�r′
α


∇r′ 2ψσ(
r ′)

より従う。
187次に相互作用の項を考えよう。まず(e2

2
)−1

HintLα =
∫

d3rd3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ(
r)ψ†
σ′′(
r ′′)�r′′

α ψσ′′ (
r ′′)

=
∫

d3rd3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′(
r ′)
(
− ψ†

σ′′ (
r ′′)ψσ(
r) + δ(
r − 
r ′′)δσσ′′

)
�r′′
α ψσ′′ (
r ′′)

=
∫

d3rd3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)(−)ψσ′(
r ′)ψ†
σ′′(
r ′′)ψσ(
r)�r′′

α ψσ′′ (
r ′′)

+
∫

d3rd3r ′∑
σ

∑
σ′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′ (
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′ (
r ′)�r
αψσ(
r)

=
∫

d3rd3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)
(

ψ†
σ′′ (
r ′′)ψσ′ (
r ′) − δ(
r ′ − 
r ′′)δσ′σ′′

)
ψσ(
r)�r′′

α ψσ′′ (
r ′′)

+
∫

d3rd3r ′∑
σ

∑
σ′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′ (
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′ (
r ′)�r
αψσ(
r)

=
∫

d3rd3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)ψ†

σ(
r)ψ†
σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ(
r)�r′′

α ψσ′′ (
r ′′)

−
∫

d3rd3r ′∑
σσ′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ(
r)�r′
α ψσ′(
r ′)

+
∫

d3rd3r ′∑
σ

∑
σ′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′ (
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′ (
r ′)�r
αψσ(
r)
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188また

(e2

2
)−1

LαHint =
∫

d3r d3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)�r′′

α ψσ′′ (
r ′′)ψ†
σ(
r)ψ†

σ′ (
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ(
r)

=
∫

d3r d3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)�r′′

α

(
− ψ†

σ(
r)ψσ′′ (
r ′′) + δ(
r − 
r ′′)δσσ′′

)
ψ†

σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ(
r)

=
∫

d3r d3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)(−)ψ†

σ(
r)�r′′
α ψσ′′ (
r ′′)ψ†

σ′ (
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′ (
r ′)ψσ(
r)

+
∫

d3r ′d3r ′′ ∑
σ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)�r′′

α

(
ψ†

σ′(
r ′)g(
r ′′ − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ′′(
r ′′)
)

=
∫

d3r d3r ′d3r ′′ ∑
σ′σ′′

ψ†
σ′′ (
r ′′)ψ†

σ(
r)�r′′
α

(
ψ†

σ′(
r ′)ψσ′′ (
r ′′) − δ(
r ′ − 
r ′′)δσ′σ′′

)
g(
r − 
r ′)ψσ′ (
r ′)ψσ(
r)

+
∫

d3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′ (
r ′′)�r′′

α

(
ψ†

σ′ (
r ′)g(
r ′′ − 
r ′)ψσ′ (
r ′)ψσ′′ (
r ′′)
)

=
∫

d3r d3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)ψ†

σ(
r)ψ†
σ′(
r ′)�r′′

α ψσ′′(
r ′′)g(
r − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ(
r)

−
∫

d3r d3r ′′∑
σσ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)ψ†

σ(
r)�r′′
α

(
g(
r − 
r ′′)ψσ′ (
r ′′)ψσ(
r)

)
+
∫

d3r ′d3r ′′ ∑
σ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)�r′′

α

(
ψ†

σ′(
r ′)g(
r ′′ − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ′′(
r ′′)
)

=
∫

d3r d3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)ψ†

σ(
r)ψ†
σ′(
r ′)g(
r − 
r ′)ψσ′(
r ′)ψσ(
r)�r′′

α ψσ′′(
r ′′)

+
∫

d3r d3r ′′∑
σσ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)ψ†

σ(
r)g(
r − 
r ′′)ψσ(
r)�r′′
α ψσ′(
r ′′)

+
∫

d3r d3r ′′∑
σσ′′

ψ†
σ′′ (
r ′′)ψ†

σ(
r)
(

�r′′
α g(
r − 
r ′′)

)
ψσ(
r)ψσ′ (
r ′′)

+
∫

d3r ′d3r ′′ ∑
σ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)ψ†

σ′ (
r ′)g(
r ′′ − 
r ′)ψσ′(
r ′)�r′′
α ψσ′′(
r ′′)

+
∫

d3r ′d3r ′′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′′(
r ′′)ψ†

σ′(
r ′)
(

�r′′
α g(
r ′′ − 
r ′)

)
ψσ′(
r ′)ψσ′′ (
r ′′)

これより

(e2

2
)−1[Hint, Lα] =

∫
d3r d3r ′′ ∑

σσ′σ′′
ψ†

σ′′ (
r ′′)ψ†
σ′ (
r ′)

((
�r′
α + �r′′

α

)
g(
r ′′ − 
r ′)

)
ψσ′(
r ′)ψσ′′ (
r ′′)

= 0

ここで角運動量が一階の微分演算子であることを用いた。物理的には相互作用が二体力の内力であ
ることが角運動量を保存する理由である。
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189 190 191

189スピンについては

H0Sα =
∫

d3r d3r ′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ(
r)h(r)ψσ(
r)ψ†

σ′ (
r ′)[sα]σ′σ′′ψσ′′ (
r ′)

=
∫

d3r d3r ′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ(
r)h(r)

(
− ψ†

σ′(
r ′)ψσ(
r) + δ(
r − 
r ′)δσσ′

)
[sα]σ′σ′′ψσ′′(
r ′)

=
∫

d3r d3r ′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′ (
r ′)ψ†

σ(
r)h(r)[sα]σ′σ′′ψσ(
r)ψσ′′ (
r ′)

+
∫

d3r
∑
σσ′′

ψ†
σ(
r)h(r)[sα]σσ′′ψσ′′ (
r)

SαH0 =
∫

d3r d3r ′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′ (
r ′)[sα]σ′σ′′ψσ′′(
r ′)ψ†

σ(
r)h(r)ψσ(
r)

=
∫

d3r d3r ′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ′ (
r ′)[sα]σ′σ′′

(
− ψ†

σ(
r)ψσ′′ (
r ′) + δ(
r − 
r ′)δσσ′′

)
h(r)ψσ(
r)

=
∫

d3r d3r ′ ∑
σσ′σ′′

ψ†
σ(
r)ψ†

σ′ (
r ′)[sα]σ′σ′′h(r)ψσ′′ (
r ′)ψσ(
r)

+
∫

d3r d3r ′∑
σσ′

ψ†
σ′(
r)[sα]σ′σh(r)ψσ(
r)

これから
[SαH0] = 0

190

[Hint, Sα] =
1
2

∫
d3r d3r′ g(|
r − 
r ′|)

∫
d3r′′

∑
σσ′σ′′σ′′′

[ψ†
σ(
r)ψ†

σ′(
r′ )ψσ′ (
r′ )ψσ(
r), ψ†
σ′′ (
r′′ )[sα]σ′′σ′′′ψσ′′′ (
r′′ )]

=
1
2

∫
d(1)

∫
d(2)g(1, 2)

∫
d(3)

∫
d(4)[ψ†(1)ψ†(2)ψ(2)ψ(1), ψ†(3)[s]34ψ(4)]

ここで

[ψ†(1)ψ†(2)ψ(2)ψ(1), ψ†(3)[s]34ψ(4)] = ψ†(1)ψ†(2)[ψ(2)ψ(1), ψ†(3)[s]34ψ(4)]

+ [ψ†(1)ψ†(2), ψ†(3)[s]34ψ(4)]ψ(2)ψ(1)

= ψ†(1)ψ†(2)[ψ(2)ψ(1), ψ†(3)][s]34ψ(4)

+ ψ†(3)[s]34[ψ†(1)ψ†(2), ψ(4)]ψ(2)ψ(1)
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[ψ(2)ψ(1), ψ†(3)] = ψ(2)ψ(1)ψ†(3) − ψ†(3)ψ(2)ψ(1)

= ψ(2)(−ψ†(3)ψ(1) + δ(31)) − ψ†(3)ψ(2)ψ(1)
= δ(31)ψ(2) − δ(32)ψ(1)

[ψ†(1)ψ†(2), ψ(3)] = −δ(31)ψ†(2) + δ(32)ψ†(1)

[ψ†(1)ψ†(2), ψ(4)] = −δ(41)ψ†(2) + δ(42)ψ†(1)

よって

[Hint, Sα] =
1
2

∫
d(1)

∫
d(2)g(1, 2)

∫
d(4)ψ†(1)ψ†(2)(ψ(2)[s]14ψ(4) − ψ(1)[s]24ψ(4))

+
1
2

∫
d(1)

∫
d(2)g(1, 2)

∫
d(3)(−ψ†(3)[s]31ψ†(2)ψ(2)ψ(1) + ψ†(3)[s]32ψ†(1)ψ(2)ψ(1))

=
1
2

∫
d(1)

∫
d(2)g(1, 2)

∫
d(3)ψ†(1)ψ†(2)(ψ(2)[s]13ψ(3) − ψ(1)[s]23ψ(3))

+
1
2

∫
d(1)

∫
d(2)g(1, 2)

∫
d(3)(−ψ†(3)[s]31ψ†(2)ψ(2)ψ(1) + ψ†(3)[s]32ψ†(1)ψ(2)ψ(1))

=
1
2

∫
d(1)

∫
d(2)g(1, 2)

∫
d(3)

× {ψ†(2)ψ(2)ψ†(1)[s]13ψ(3) + ψ†(1)ψ(1)ψ†(2)[s]23ψ(3)

− ψ†(2)ψ(2)ψ†(3)[s]31ψ(1) − ψ†(1)ψ(1)ψ†(3)[s]32ψ(2)} = 0
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この方法で

[Hint, Lα] =
1
2

∫
d(1)d(2)d(3)[ψ†(1)ψ†(2)g(12)ψ(2)ψ(1), ψ†(3)�α(3)ψ(3)]

=
1
2

∫
d(1)d(2)d(3)

× {ψ†(3)�α(3)[ψ†(1)ψ†(2)g(12)ψ(2)ψ(1), ψ(3)] + [ψ†(1)ψ†(2)g(12)ψ(2)ψ(1), ψ†(3)]�α(3)ψ(3)}

=
1
2

∫
d(1)d(2)d(3)

× {ψ†(3)�α(3)[ψ†(1)ψ†(2), ψ(3)]g(12)ψ(2)ψ(1) + ψ†(1)ψ†(2)g(12)[ψ(2)ψ(1), ψ†(3)]�α(3)ψ(3)}

=
1
2

∫
d(1)d(2)d(3)

× {ψ†(3)�α(3)(−δ(31)ψ†(2) + δ(32)ψ†(1))g(12)ψ(2)ψ(1)

+ ψ†(1)ψ†(2)g(12)(δ(31)ψ(2) − δ(32)ψ(1))�α(3)ψ(3)}

=
1
2

∫
d(1)d(2)

× {
(
− ψ†(1)�α(1)ψ†(2) + ψ†(2)�α(2)ψ†(1)

)
g(12)ψ(2)ψ(1)

+ ψ†(1)ψ†(2)g(12)
(

ψ(2)�α(1)ψ(1) − ψ(1)�α(2)ψ(2)
)
}

=
1
2

∫
d(1)d(2)

× {−ψ†(1)ψ†(2)�α(1)g(12)ψ(2)ψ(1) − ψ†(1)ψ†(2)�α(2)g(12)ψ(2)ψ(1)

+ ψ†(1)ψ†(2)g(12)�α(1)ψ(2)ψ(1) + ψ†(1)ψ†(2)g(12)�α(2)ψ(2)ψ(1)}

= − 1
2

∫
d(1)d(2){ψ†(1)ψ†(2)

(
�α(1)g(12)

)
ψ(2)ψ(1) + ψ†(1)ψ†(2)

(
�α(2)g(12)

)
ψ(2)ψ(1)}

= − 1
2

∫
d(1)d(2){ψ†(1)ψ†(2)

(
(�α(1) + �α(2))g(12)

)
ψ(2)ψ(1)} = 0

191一般に

A =
∫

d(1)ψ†(1)A(1)ψ(1), B =
∫

d(2)ψ†(2)B(2)ψ(2) として

[A,B] =
∫

d(1)
∫

d(2)[ψ†(1)A(1)ψ(1), ψ†(2)B(2)ψ(2)]

=
∫

d(1)
∫

d(2)
(

ψ†(1)A(1)[ψ(1), ψ†(2)B(2)ψ(2)] + [ψ†(1)A(1), ψ†(2)B(2)ψ(2)]ψ(1)

ψ†(1)A(1)[ψ(1), ψ†(2)B(2)ψ(2)] = ψ†(1)A(1){ψ(1)ψ†(2)B(2)ψ(2) − ψ†(2)B(2)ψ(2)ψ(1)}
= ψ†(1)A(1){ψ(1)ψ†(2)B(2)ψ(2) + ψ†(2)B(2)ψ(1)ψ(2)}
= ψ†(1)A(1){ψ(1)ψ†(2)B(2)ψ(2) + (−ψ(1)ψ†(2) + δ(12))B(2)ψ(2)}
= ψ†(1)A(1)B(2)ψ(2)δ(12)

[ψ†(1)A(1), ψ†(2)B(2)ψ(2)]ψ(1) = {ψ†(1)A(1)ψ†(2)B(2)ψ(2) − ψ†(2)B(2)ψ(2)ψ†(1)A(1)}ψ(1)

= {ψ†(1)A(1)ψ†(2)B(2)ψ(2) − ψ†(2)B(2)(−ψ†(1)ψ(2) + δ(12))A(1)}ψ(1)

= ψ†(1)ψ†(2)A(1)B(2)ψ(2)ψ(1) − ψ†(2)ψ†(1)B(2)A(1)ψ(1)ψ(2) − ψ†(2)B(2)A(1)ψ(1)δ(

[A,B] =
∫

d(1)ψ†(1)[A, B]ψ(1)
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[H, �L] = 0, [H, �S] = 0, [�L, �S] = 0

よって各エネルギー固有状態を �S2, Sz, �L2, �Lz との同時固有状態にとれる。その
うち Sz = MS, Lz = ML の異なるものについてはエネルギーが縮退することにな
る。逆に �S2 = S(S + 1), �L2 = L(L + 1) のことなる準位間にはハミルトニアンの
行列要素はなくエネルギーを考えるとき別に考察すればよい。192

具体的には電子配置 {(n�)n�} (1 ≤ n� ≤ 2(2� + 1) を与えたとき相互作用項が単
なるスピンに関する和ではないことからそのスピンごとに異なるエネルギーをも
ちうることになる。この結果相互作用の無いときには縮退していた準位が全スピ
ンの値ごとに分裂する。これを多重項と呼ぶ。
以下少し準備したあとでいくつかの例から考えよう。

10.2 角運動量演算子とスピン軌道関数,第二量子化

その前に具体的な計算の準備として具体的なスピン軌道関数をもちいて角運動
量演算子とスピン演算子をつぎのように書き直しておこう。193

を用いればより簡単に示せる。
192あるエルミート演算子 O が保存量つまりハミルトニアンと可換な時 O の異なる固有値に属す
る状態間ではハミルトニアンの行列要素はゼロになる。

[H,O] = HO −OH = 0
O|1〉 = o1|1〉
O|2〉 = o2|2〉

o1 �= o2

このとき

0 = 〈o1[H,O]|o2〉
= 〈o1HO −OH |o2〉
= (o1 − o2)〈o1|H |o2〉

o1 �= o2 より
〈o1|H |o2〉 = 0

193

�±φ
m = �

√
(� ∓ m)(� ± m + 1)φ
m±1

�zφ
m = �mφ
m

s+| ↓〉 = �| ↑〉
s−| ↑〉 = �| ↓〉

sz| ↑〉 =
1
2

�| ↑〉

sz| ↓〉 = −1
2

�| ↓〉
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Lz =
∑
nlmμ

�mc†nlmμcnlmμ

L± = Lx ± iLy

=
∑
nlmμ

�

√
(l ∓ m)(l ± m + 1)c†nlm±1μcnlmμ

Sz =
∑
nlm

1

2
�(c†nlm↑cnlm↑ − c†nlm↓cnlm↓)

S+ =
∑
nlm

�c†nlm↑cnlm↓

S− =
∑
nlm

�c†nlm↓cnlm↑

ここで場の演算子は

ψσ(�r) =
∑
αμ

φα(�r)χμ(σ)cα,μ, α = (nlm)

であり、対応してハミルトニアンのうち一体の項は

H0 =
∑

nlm,μ

εnlmc†nlm,μcnlm,μ

Lz =
∫

d3r
∑

σ

ψσ(
r)�zψσ(
r)

=
∑
μμ′

χ∗
μ(σ)χμ′ (σ)

∫
d3r

∑
jj′

φ∗
j (
r)�zφj′ (
r)c

†
jμcj′μ′

=
∑
nlm

�mc†nlmμcnlmμ

など
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となる。さらに相互作用項は194

Hint =
∑

n1,l1;n2,l2;n3,l3;n4,l4

I(n1, l1; n2, l2; n3, l3; n4, l4)
∑
�,m

∑
m1, m2, m3, m4
m1 + m = m4
m3 + m = m2

∑
μ1,μ2

c�(l1m1, l4m4)c
�(l2m2, l3m3)

×c†α1,μ1
c†α2,μ2

cα3,μ2cα4,μ1

c�(lm, l′m′) =

√
4π

2� + 1

∫
dΩ Y ∗

lm(Ω)Y�,m−m′(Ω)Yl,m,(Ω) :実

194

Hint =
∑
σσ′

∫
d
r d
r ′ ψσ(
r)†ψσ′ (
r ′)†

e2

4πε0

1
|
r ′ − 
r|ψσ′ (
r ′)ψσ(
r)

=
∑
σσ′

∫
d
r d
r ′ e2

4πε0

1
|
r ′ − 
r|

∑
α1,α2,α3,α4

φ∗
α1

(
r)φ∗
α2

(
r ′)φα3(
r
′)φα4 (
r)

×
∑

μ1,μ2,μ3,μ4

χ∗
μ1

(σ)χ∗
μ2

(σ′)χμ3(σ
′)χμ4 (σ)c†α1,μ1

c†α2,μ2
cα3,μ3cα4,μ4

=
∫

d
r d
r ′ e2

4πε0

1
|
r ′ − 
r|

∑
α1,α2,α3,α4

φ∗
α1

(
r)φ∗
α2

(
r ′)φα3(
r
′)φα4 (
r)

∑
μ1,μ2

c†α1,μ1
c†α2,μ2

cα3,μ2cα4,μ1

=
∑

α1,α2,α3,α4

∫
dr dr ′

∫
dΩ
∫

dΩ′ e2

4πε0

1
|
r ′ − 
r|R

∗
n1l1(r)R

∗
n2l2(r

′)Rn3l3(r
′)Rn4l4(r)

×Y ∗
l1m1

(Ω)Y ∗
l2m2

(Ω ′)Yl3m3(Ω
′)Yl4m4(Ω)

∑
μ1,μ2

c†α1,μ1
c†α2,μ2

cα3,μ2cα4,μ1

=
e2

4πε0

∑
α1,α2,α3,α4

∑

m

4π

2� + 1

∫
dr R∗

n1l1(r)Rn4l4(r)
∫

dr ′ R∗
n2l2(r

′)Rn3l3(r
′) · r


<

r
+1
>

×
∫

dΩY ∗
l1m1

(Ω)Y ∗

m(Ω)Yl4m4(Ω)

∫
dΩ′ Y ∗

l2m2
(Ω ′)Y
m(Ω′)Yl3m3(Ω

′)

×
∑

μ1,μ2

c†α1,μ1
c†α2,μ2

cα3,μ2cα4,μ1

=
∑

n1,l1;n2,l2;n3,l3;n4,l4

I(n1, l1; n2, l2; n3, l3; n4, l4)
∑

,m

∑
m1, m2, m3, m4
m1 + m = m4
m3 + m = m2

∑
μ1,μ2

c
(l1m1, l4m4)c
(l2m2, l3m3)

×c†α1,μ1
c†α2,μ2

cα3,μ2cα4,μ1

c
(lm, l′m′) =

√
4π

2� + 1

∫
dΩ Y ∗

lm(Ω)Y
,m−m′(Ω)Yl,m,(Ω) :実
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10.3 具体的な多重項の幾つかと対角和の方法

10.3.1 (1s)(2s)

この場合非摂動状態としては縮退した次の４個の状態が考えられる。

|(1s)↑(2s)↑〉 = c†1s↑c
†
2s↑|0〉

|(1s)↑(2s)↓〉 = c†1s↑c
†
2s↓|0〉

|(1s)↓(2s)↑〉 = c†1s↓c
†
2s↑|0〉

|(1s)↓(2s)↓〉 = c†1s↓c
†
2s↓|0〉

これらを基底にして縮退摂動論による計算をする。つまり 4×4のハミルトニアン
行列を対角化するわけだが、前述したスピンと角運動量の保存則をまず考えてみ
よう。以下 � = 1 としよう。これらの線形結合から全スピンの固有状態をつくっ
てみよう。まず S+|(1s)↑(2s)↑〉 = 0, Sz|(1s)↑(2s)↑〉 = (1

2
+ 1

2
) |(1s)↑(2s)↑〉 195 であ

るから,これは S = 1, MS = 1 の固有状態である。つまり

�S2|(1s)↑(2s)↑〉 = 1(1 + 1)|(1s)↑(2s)↑〉
Sz|(1s)↑(2s)↑〉 = 1 · |(1s)↑(2s)↑〉

つまり
|S = 1, MS = 1〉 = |(1s)↑(2s)↑〉

同様に

�S2|(1s)↓(2s)↓〉 = 1(1 + 1)|(1s)↓(2s)↓〉
Sz|(1s)↓(2s)↓〉 = −1 · |(1s)↓(2s)↓〉

これは |(1s)↓(2s)↓〉 が S = 1, MS = −1 の固有状態であることを示している。

|S = 1, MS = −1〉 = |(1s)↓(2s)↓〉

MS = 0 の状態は |(1s)↑(2s)↓〉 と |(1s)↓(2s)↑〉 の線形結合から作られるがそのうち
S = 1 の物は

S−|(1s)↑(2s)↑〉 = (c†1s↓c1s↑ + c†1s↓c1s↑ + · · · )|(1s)↑(2s)↑〉
= |(1s)↑(2s)↓〉 + |(1s)↓(2s)↑〉

に比例し、196規格化を考えて

|S = 1, MS = 0〉 =
1√
2

(
|(1s)↑(2s)↓〉 + |(1s)↓(2s)↑〉

)
=

1√
2
(c†1s↑c

†
2s↑ + c†1s↑c

†
2s↓)|0〉

195示せ。
196示せ
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ここで角運動量の一般論からわかる残りの S = 0 の状態はこのよ状態に直交する

|S = 0, MS = 0〉 =
1√
2

(
|(1s)↑(2s)↓〉 − |(1s)↓(2s)↑〉

)
=

1√
2
(c†1s↑c

†
2s↓ − c†1s↓c

†
2s↑)|0〉

となる。つまりハミルトニアン行列を対角化することなく固有状態が得られた。こ
れが保存量の重要な意味の一つである。この様子は軌道角運動量 ML とスピン角
運動量 MS を使った基底の次元を示す次のような図を書くとわかりやすい。

M�S

M�L

121
1�-1� 0�

または負の部分を略して

M L

12

10

M S

一般に全角運動量 L全スピン S の状態を 2S+1L (S(L = 0), P (L = 1), D(L = 2),

F (L = 3) )と書く。例えば、上での S = 1 の 3 重に縮退した状態は 3S、S = 0 の
状態は 1S となる。
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3S のエネルギーは197

E(3S) = 〈3S|H|3S〉 = 〈(1s)↑(2s)↑|H|(1s)↑(2s)↑〉
= I(1s) + I(2s) + J(1s, 2s) − K(1s, 2s)

1S のエネルギーは198

E(1S) = 〈1S|H|1S〉 = I(1s) + I(2s) + J(1s, 2s) + K(1s, 2s)

|1S〉 =
1√
2
( |(1s)↑(2s)↓〉 − |(1s)↓(2s)↑〉 )

ここでは直接 1S のエネルギーを求めたが、これを次のように考え直して見よう。
ここでいま行ったことは基底のユニタリ変換によりハミルトニアン行列を対角化
したことであるが、このユニタリ変換により行列のトレースは不変であることは
よく知られている。よって 全角運動量の z 成分 M が保存量であることより、M

の異なるブロック間には行列要素はなく対角化の手続きは各 M ごとに行えるこ
とに注意すれば対角化前と後で対価和（トレース）は等しい。たとえば今の場合
M = 0 のブロックは 2 × 2 行列で対角化前の基底は (1s)↑(2s)↓, (1s)↓(2s)↑ 対角化
後は (このブロックからでる多重項を考えて) 1S と 3S であるから

〈(1s)↑(2s)↓|H|(1s)↑(2s)↓〉 + 〈(1s)↓(2s)↑|H|(1s)↓(2s)↑〉 = 〈1S|H|1S〉 + 〈3S|H|3S〉

よって

E(1S) + E(3S) = E((1s)↑, (2s)↓) + E((1s)↓, (2s)↑)

= 2(I(1s) + I(2s) + J(1s, 2s))

一方 M = 1 のブロックからは

E(3S) = E((1s)↑, (2s)↑)

= I(1s) + I(2s) + J(1s, 2s) − K(1s, 2s)

197縮退を利用して 3S として |(1s)↑(2s)↑〉 をとる。
198

ψσ′ (
r ′)ψσ(
r)|(1s)↑(2s)↓〉 = (−1)
(

ϕ1s(
r ′)| ↑〉σ′ϕ2s(
r)| ↓〉σ − ϕ2s(
r ′)| ↓〉σ′ϕ1s(
r)| ↑〉σ
)
|0〉

ψσ′ (
r ′)ψσ(
r)|(1s)↓(2s)↑〉 = (−1)
(

ϕ1s(
r ′)| ↓〉σ′ϕ2s(
r)| ↑〉σ − ϕ2s(
r ′)| ↑〉σ′ϕ1s(
r)| ↓〉σ
)
|0〉

よって

〈1S|Hint|1S〉 =
1
2
(2J(1s, 2s) − 2K(1s, 2s) + 4K(1s, 2s)) = J(1s, 2s) + K(1s, 2s)
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よって

E(1S) = I(1s) + I(2s) + J(1s, 2s) + K(1s, 2s)

となる。これを対角和の方法と呼ぶ。
更に座標表示での波動関数を求めておこう。

Ψ3S,MS=1(�r1, �r2) = 〈r1, r2; σ1, σ2|3S〉

=
1√
2!

∣∣∣∣∣ ϕ1s(�r1)χ↑(σ1) ϕ1s(�r2)χ↑(σ2)

ϕ2s(�r1)χ↑(σ1) ϕ2s(�r2)χ↑(σ2)

∣∣∣∣∣
=

1√
2

∣∣∣∣∣ ϕ1s(�r1) ϕ1s(�r2)

ϕ2s(�r1) ϕ2s(�r2)

∣∣∣∣∣χ↑(σ1)χ↑(σ2)

=
1√
2

(
ϕ1s(�r1)ϕ2s(�r2) − ϕ2s(�r1)ϕ1s(�r2)

)
χ↑(σ1)χ↑(σ2)

=
1√
2

(
ϕ1sϕ2s − ϕ2sϕ1s

)
χ↑χ↑

同様に

Ψ3S,MS=−1(�r1, �r2) =
1√
2

(
ϕ1s(�r1)ϕ2s(�r2) − ϕ2s(�r1)ϕ1s(�r2)

)
χ↓(σ1)χ↓(σ2)

=
1√
2

(
ϕ1sϕ2s − ϕ2sϕ1s

)
χ↓χ↓

残る 3S, MS = 0 の波動関数は199

Ψ3S,MS=0(�r1, �r2) =
1√
2

(
ϕ1s(�r1)ϕ2s(�r2) − ϕ2s(�r1)ϕ1s(�r2)

)
χ↑(σ1)χ↓(σ2) + χ↓(σ1)χ↑(σ2)√

2

=
1√
2

(
ϕ1sϕ2s − ϕ2sϕ1s

)
χ↑χ↓ + χ↓χ↑√

2

これら 3S に属する関数は粒子の入れ換え �r1σ1 ↔ �r2σ2 に対して当然反対称で
あるがその空間成分は反対称スピン成分は対称であることに注意しよう。

199

〈r1, r2; σ1, σ2|(1s)↑(2s)↓〉 =
1√
2!

∣∣∣∣ ϕ1s(
r1)χ↑(σ1) ϕ1s(
r2)χ↑(σ2)
ϕ2s(
r1)χ↓(σ1) ϕ2s(
r2)χ↓(σ2)

∣∣∣∣
=

1√
2

(
ϕ1s(
r1)ϕ2s(
r2)χ↑(σ1)χ↓(σ2) − ϕ2s(
r1)ϕ1s(
r2)χ↓(σ1)χ↑(σ2)

)

〈r1, r2; σ1, σ2|(1s)↓(2s)↑〉 =
1√
2

(
ϕ1s(
r1)ϕ2s(
r2)χ↓(σ1)χ↑(σ2) − ϕ2s(
r1)ϕ1s(
r2)χ↑(σ1)χ↓(σ2)

)
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一方の 1S の関数は

Ψ1S,MS=0(�r1, �r2) =
1√
2

(
ϕ1s(�r1)ϕ2s(�r2) + ϕ2s(�r1)ϕ1s(�r2)

)
χ↑(σ1)χ↓(σ2) − χ↓(σ1)χ↑(σ2)√

2

=
1√
2

(
ϕ1sϕ2s + ϕ2sϕ1s

)
χ↑χ↓ − χ↓χ↑√

2

となる。これは空間成分は対称、スピン成分は反対称である。この空間成分の波
動関数の違いが物理的にはエネルギーの差を生み出している。

10.3.2 (1s)(1s)

この場合は非摂動状態としては次の 1個の状態が考えられるだけである。

|(1s)↑(1s)↓〉 = c†1s↑c
†
2s↓|0〉

よって MS = 0 のみであり当然 S = 0 となり状態は 1S のみとなる。

10.3.3 (1s)(2s)(3s)

この場合は非摂動状態としては縮退した 23 = 8 個の状態が考えられる。その状
態を MS で書き並べると

m1s m2s m3s MS

1
2

1
2

1
2

3
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2

−1
2

−1
2

−1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

−1
2

−1
2

−1
2

−1
2

1
2

−1
2

−1
2

−1
2

−1
2

−3
2

よって

MS 状態数
3
2

1
1
2

3

M L

3 1
1

M S

2
3
2

1 01 1
M S

= + 2

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



—量子力学第３: 多電子原子の電子構造— 2005冬　初貝 (平成18年10月17日)156

つまり 4S が 1つと 2S が 2つ生じる事になる。

10.3.4 (2p)(3p)

この場合は非摂動状態としては縮退した (2 × 3)2 = 36 個の状態が考えられる。
その可能な基底となる状態を MS, ML で書き並べると次のようになる。

MS ML (2p�z)
↑,↓(3p�z)

↑,↓

1 2 (2p1)
↑(3p1)

↑

0 2 (2p1)
↑(3p1)

↓, (2p1)
↓(3p1)

↑

−1 2 (2p1)
↓(3p1)

↓

1 1 (2p1)
↑(3p0)

↑, (2p0)
↑(3p1)

↑

0 1 (2p1)
↑(3p0)

↓, (2p1)
↓(3p0)

↑, (2p0)
↑(3p1)

↓ (2p0)
↓(3p1)

↑

−1 1 (2p1)
↓(3p0)

↓, (2p0)
↓(3p1)

↓

1 0 (2p1)
↑(3p−1)

↑, (2p0)
↑(3p0)

↑, (2p−1)
↑(3p1)

↑

0 0 (2p1)
↑(3p−1)

↓, (2p0)
↑(3p0)

↓, (2p−1)
↑(3p1)

↓, (2p1)
↓(3p−1)

↑, (2p0)
↓(3p0)

↑, (2p−1)
↓(3p1)

↑

−1 0 (2p1)
↓(3p−1)

↓, (2p0)
↓(3p0)

↓, (2p−1)
↓(3p1)

↓

1 −1 (2p−1)
↑(3p0)

↑, (2p0)
↑(3p−1)

↑

0 −1 (2p−1)
↑(3p0)

↓, (2p−1)
↓(3p0)

↑, (2p0)
↑(3p−1)

↓ (2p0)
↓(3p−1)

↑

−1 −1 (2p−1)
↓(3p0)

↓, (2p0)
↓(3p−1)

↓

1 −2 (2p−1)
↑(3p−1)

↑

0 −2 (2p−1)
↑(3p−1)

↓, (2p−1)
↓(3p−1)

↑

−1 −2 (2p−1)
↓(3p−1)

↓

よって

M L

M S
6

4

2 1

2

3 1

1

1 1

1

1

2

1

1

=

5

3

1 �

1

2

+

D
3

5

3

1 �

1

2 1

1

1 �

�

� 4

2

� �

1

2

= +

D
1
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4

2

� �

1

2 1

1

� �

1

1 3

1

� �

�

1

= +

P
3

3

1

� �

�

1 1

1

� �

�

� 2

�

� �

�

1

= +

P
1

2

�

� �

�

1 1

�

� �

�

1 1

�

� �

�

�

= +

S
3

S
1

つまり 3D, 1D, 3P , 1P , 3S, 1S が多重項として生じることになる。
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そのエネルギーは対角和の方法によればE(α, β) = 〈α|H|β〉として 3D = E(3D)

などと書いて

3D=〈(2p1)
↑(3p1)

↑|H|(2p1)
↑(3p1)

↑〉 = E((2p1)
↑(3p1)

↑) (MS = 1, ML = 2)

=I(2p1) + I(3p1) + J(2p1, 3p1) − K(2p1, 3p1)
1D+3D=E((2p1)

↑(3p1)
↓) + E((2p1)

↓(3p1)
↑) (MS = 0, ML = 2)

=2I(2p1) + 2I(3p1) + 2J(2p1, 3p1)
3P +3D=E((2p1)

↑(3p0)
↑) + E((2p0)

↑(3p1)
↑) (MS = 1, ML = 1)

=I(2p1) + I(3p0) + I(2p0) + I(3p1)

+ J(2p1, 3p0) − K(2p1, 3p0) + J(2p0, 3p1) − K(2p0, 3p1)
3S +3P +3D=E((2p1)

↑(3p−1)
↑) + E((2p0)

↑(3p0)
↑) + E((2p−1)

↑(3p1)
↑) (MS = 1, ML = 0)

=I(2p1) + I(3p−1) + I(2p0) + I(3p0) + I(2p−1) + I(3p1)

+ J(2p1, 3p−1)) − K(2p1, 3p−1) + J(2p0, 3p0) − K(2p0, 3p0)

+ J(2p−1, 3p1) − K(2p−1, 3p1)
1P+3P+1D+3D=E((2p1)

↑(3p0)
↓) + E((2p1)

↓(3p0)
↑)

+ E((2p0)
↑(3p1)

↓) + E((2p0)
↓(3p1)

↑) (MS = 0, ML = 1)

=I(2p1) + I(3p0) + I(2p1) + I(3p0) + I(2p0) + I(3p1) + I(2p0) + I(3p1)

+ J(2p1, 3p0) + J(2p1, 3p0) + J(2p0, 3p1) + J(2p0, 3p1)
1S+3S+1P+3P+1D+3D=E((2p1)

↑(3p−1)
↓) + E((2p0)

↑(3p0)
↓) + E((2p−1)

↑(3p1)
↓) + E((2p1)

↓(3p−1)
↑)

+ E((2p0)
↓(3p0)

↑) + E((2p−1)
↓(3p1)

↑) (MS = 0, ML = 0)

= 2I(2p1) + 2I(3p−1) + 2I(2p0) + 2I(3p0) + 2I(3p1) + 2I(2p−1)

+ J((2p1, 3p−1) + J(2p0, 3p0)) + J(2p−1, 3p1) + J(2p1, 3p−1)+

+ J(2p0, 3p0) + J(2p−1, 3p1)

順序を少し変えてまとめると⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3D
1D
3P
1P
3S
1S

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∗
∗
∗
∗
∗
∗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
これは左辺の行列式が 1 だから解をもつ。
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10.3.5 (2p)2

この場合は非摂動状態としては縮退した 6C2 = 15 個の状態が考えられる。その
可能な基底となる状態を MS, ML で書き並べると次のようになる。

MS ML (2p�z)
↑,↓

0 2 (2p1)
↑(2p1)

↓

1 1 (2p1)
↑(2p0)

↑

0 1 (2p1)
↑(2p0)

↓

1 0 (2p1)
↑(2p−1)

↑

0 0 (2p1)
↑(2p−1)

↓

0 1 (2p1)
↓(2p0)

↑

−1 1 (2p1)
↓(2p0)

↓

0 0 (2p1)
↓(2p−1)

↑

−1 0 (2p1)
↓(2p−1)

↓

0 0 (2p0)
↑(2p0)

↓

1 −1 (2p0)
↑(2p−1)

↑

0 −1 (2p0)
↑(2p−1)

↓

0 −1 (2p0)
↓(2p−1)

↑

−1 −1 (2p0)
↓(2p−1)

↓

0 −2 (2p−1)
↑(2p−1)

↓

MS ML 状態数
0 2 1

0 1 2

0 0 3

0 −1 2

0 −2 1

1 1 1

1 0 1

1 −1 1

−1 1 1

−1 0 1

−1 −1 1

よって
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M L

M S
3

2

1 �

1

1 1

1

�

1

1

2

1

1

=

2

1

1

�

�

+

P
3

2

1

1 �

�

� 1

1

1 �

�

� 1

�

� �

�

�

= +

S
1D

1

つまり 3P , 1D, 1S が多重項として生じることになる。
次に対角和の方法でエネルギーを求めると

1D = E((2p1)
↑(2p1)

↓) (MS = 0, ML = 2)

= 2I(2p1) + J(2p1, 2p1)
3P = E(2p1)

↑, (2p0)
↑) (MS = 1, ML = 1)

= I(2p1) + I(2p0) + J(2p1, 2p0) − K(2p1, 2p0)
1S+1D+3P = E((2p1)

↑(2p−1)
↓) + E((2p1)

↓(2p−1)
↑) + E((2p0)

↑(2p0)
↓) (MS = 0, ML = 0)

= 2I(2p1) + 2I(2p0) + 2I(2p−1) + 2J(2p1, 2p−1) + J(2p0, 2p0)

よりエネルギーが決定する。
他の多重項の例を結果のみをのべると

10.3.6 pd

3F,3 D,3 P,1 F,1 D,1 P

10.3.7 pds

4F,4 D,4 P, 2(2F ), 2(2D), 2(2P )
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10.4 電子-正孔変換と多重項 (nl)x

10.4.1 多重項 (nl)x

このように特定の軌道にのみ電子をつめた多重項についても結果を述べると

• p1 : 2P

• p2 : 3P,1 D,1 S

• p3 : 4S,2 D,2 P

• p4 : 3P,1 D,1 S

• p5 : 2P

• d1 : 2D

• d2 : 3F,3 P,1 G,1 D,1 S

• d3 : 4F,4 P,2 H,2 G,2 F, 2(2D),2 P

• d4 : 5D,3 H,3 G, 2(3F ),3 D, 2(3P ),1 I, 2(1G),1 F, 2(1D), 2(1S)

• d5 : 6S,4 G,4 F,4 D,4 P,2 I,2 H, 2(2G), 2(2F ), 3(2D),2 P,2 S

• d6 : 5D,3 H,3 G, 2(3F ),3 D, 2(3P ),1 I, 2(1G),1 F, 2(1D), 2(1S)

• d7 : 4F,4 P,2 H,2 G,2 F, 2(2D),2 P

• d8 : 3F,3 P,1 G,1 D,1 S

• d9 : 2D

となり (nl)xと (nl)2(2l+1)−xとが同じ多重項をあたえる。これは電子ー正孔対称性
による。これを理解しよう。
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10.4.2 電子-正孔変換

まず特定の電子配置 (nl) に限ったとき角運動量とスピン演算子が次のようにな
ることに注意する。

Lz =
∑
m

∑
μ

�mc†mμcmμ

L± =
∑
m

∑
μ

�

√
(l ∓ m)(l ± m + 1)c†m±1μcmμ

Sz =
1

2
�

∑
m

(c†m↑cm↑ − c†m↓cm↓)

S+ = �

∑
m

c†m↑cm↓

S− = �

∑
m

c†m↓cm↑

ここで

U =
∏
m

∏
μ

(cmμ + c†mμ)

とすると

U †U = UU † = 1

と U はユニタリ演算子である。200 さらに

�L′ = U�LU †,

�S ′ = U �SU †

として

L′
z = −Lz, L′

± = −L∓

S ′
z = −Sz, S ′

± = −S∓

であるから201

�L′2 =
1

2
(L′

+L′
− + L′

−L′
+) + L′

z
2

= �L2

�S ′2 = �S2

200

(c + c†)(c† + c) = cc† + c†c = 1

201

(c + c†)c(c + c†) = c†cc† = c†

(c + c†)c†(c + c†) = c
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よってある多重項 |G〉 に対して

�L2|G〉 = �L(L + 1)|G〉
�S2|G〉 = �S(S + 1)|G〉

より

UcmμU † = c†mμ

Uc†mμU † = cmμ

よって

L′
z =

∑
m

∑
μ

�mcmμc†mμ

=
∑
m

∑
μ

�m(1 − c†mμcmμ) = −Lz

L′
± =

∑
m

∑
μ

�

√
(l ∓ m)(l ± m + 1)cm±1μc†mμ

= −
∑
m

∑
μ

�

√
(l ∓ m)(l ± m + 1)c†mμcm±1μ

L′
+ = −

∑
m

∑
μ

�

√
(l − m)(l + m + 1)c†mμcm+1μ

= −
∑
m′

∑
μ

�

√
(l − m′ + 1)(l + m′)c†m′−1μcm′μ, m′ = m + 1

= −L−

L′
− = −

∑
m

∑
μ

�

√
(l + m)(l − m + 1)c†mμcm−1μ

= −
∑
m′

∑
μ

�

√
(l + m′ + 1)(l − m′)c†m′+1μcm′μ, m′ = m − 1

= −L+

S′
z =

1
2

�

∑
m

(cm↑c
†
m↑ − cm↓c

†
m↓) = −Sz

S′
+ = �

∑
m

cm↓c
†
m↑ = −S−

S′
− = �

∑
m

cm↑c
†
m↓ = −S+
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であれば202

�L′2|G′〉 = �L(L + 1)|G′〉
�S ′2|G′〉 = �S(S + 1)|G′〉

|G′〉 = U |G′〉

となる。ここですぐ確認できるように203

|G〉 ∈ (nl)x ↔ |G′〉 ∈ (nl)2(2l+1)−x

であるから一般に (nl)x と (nl)2(2l+1)−x とは同じ多重項を作ることとなる。

10.5 フントの規則

前節において行ったようにして現れる多重項は決定できるが、そのエネルギー
を決めるにはより具体的な計算 (積分)をすることが必要である。ただその最低エ
ネルギーを与える状態に関してはフントの規則といわれる次の経験則が知られて
いる。

フントの規則 : 一つの電子配置から生ずる多重項のうちスピンが
最大の準位が最低のエネルギーをもつ。またスピンの最大のものが複
数あるときは軌道角運動量がおおきいものが最低のエネルギーをもつ。
またそれがいくつかある場合は軌道角運動量 L が最大のものが最低エ
ネルギーを持つ。

これは経験則ではあるが、広く成立しており物理的には,前に例でみた通りスピ
ンが最大なものはスピン関数が電子の入れ換えに関して対称であり、パウリの原
理から空間部分の波動関数は反対称となる。つまり任意の２つの電子座標が一致
するとき波動関数はゼロとなる。これより電子間のクーロン相互作用エネルギー

202

U
L2U †U |G〉 = �L(L + 1)U |G〉
U 
S2U †U |G〉 = �S(S + 1)U |G〉

より
203例えば dx の場合

|t〉 = c†1↑c
†
1↓c

†
2↓|0〉

なら

|t′〉 = U |t〉 = c†−2↑c
†
−2↓c

†
−1↑c

†
−1↓c

†
0↑c

†
0↓c

†
2↑|0〉
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を得することになると考えれば良い。またスピンが同じ場合の軌道角運動量につ
いては軌道角運動量のおおきものほど遠心力で遠くを運動しているためお互いに
近づく確率が小さいためと理解することもできよう。最後の L に関しての部分は
平行スピンを詰めていく場合 m の大きいもの程近くにくる確率がクーロン反発が
小さいためであると理解できる。

10.6 スピン軌道相互作用

原子内の電子も原子番号が大きなものになると相対論的な補正が重要となる。そ
のうち最も重要な項がスピン軌道相互作用といわれるものであるが、前述の手続
きに従えば第二量子化して次のような項が付加される。204

204

HSO = C

∫
d3r

∑
σσ′

ψ†
σ(
r)

1
r

∂V

∂r

sσσ′ · 
� ψσ′(
r), C =

�

4m2c2

= C
∑
nl

∑
n′l′

∫
dr r2φ∗

nl(r)
1
r

∂V

∂r
φn′l′(r) −→ ξ(nl, n′l′)

×
∑
σσ′

∑
μμ′

χ∗
μ(σ)
sσσ′χμ′(σ) ·

∫
dΩY ∗

lm(Ω) 
� Yl′m′(Ω)c†nlmμcn′l′m′μ′

=
∑
nn′l

ξ(nl, n′l)
∑
m

×
[
1
2

{
〈χ↑|s+|χ↓〉

∫
dΩY ∗

lm−1(Ω) �− Ylm(Ω)c†nlm−1↑cn′lm↓

+ 〈χ↓|s−|χ↑〉
∫

dΩY ∗
lm+1(Ω) �− Ylm(Ω)c†nlm−1↑cn′lm↓

}
+
∑

μ

〈χμ|sz|χμ〉
∫

dΩY ∗
lm(Ω) �z Ylm(Ω)c†nlmμcn′lmμ

]

=
∑
nn′l

ξ(nl, n′l)
∑
m

�
2

2

{√
(l + m)(l − m + 1)c†nlm−1↑cn′lm↓ +

√
(l − m)(l + m + 1)c†nlm+1↑cn′lm↓

+ m(c†nlm↑cn′lm↑ − c†nlm↓cn′lm↓)
}
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HSO = C

∫
d3r
∑
σσ′

ψ†
σ(�r)

1

r

∂V

∂r
�sσσ′ · �� ψσ′(�r), C =

�

4m2c2

= C
∑
nl

∑
n′l′

∫
dr r2φ∗

nl(r)
1

r

∂V

∂r
φn′l′(r) −→ ξ(nl, n′l′)

×
∑
σσ′

∑
μμ′

χ∗
μ(σ)�sσσ′χμ′(σ) ·

∫
dΩY ∗

lm(Ω) �� Yl′m′(Ω)c†nlmμcn′l′m′μ′

=
∑
nn′l

ξ(nl, n′l)
∑
m

∑
μμ′

〈Ylmχμ| (�s · ��) |Ylm′χμ′〉 c†nlmμcn′lm′μ′

この項の効果をL, S の固有状態である多重項に対して議論する限りハミルトニ
アンに次のような項が実効的に付加すれば議論できることが知られている。

Heff
SO = A�S · �L

この事実を認めれば、すぐわかるようにこの項を取り入れるとスピンと軌道角
運動量は保存しなくなる。しかし

Heff
SO = A

1

2
( �J2 − �S2 − �L2)

�J = �S + �L

と書くとわかるように スピンと軌道角運動量を合成した �J は保存量となる。

�J2 = J(J + 1)

J = |L − S|, |L − S| + 1, · · · , L + S

すなわち前節で議論した多重項の内 1S 以外の縮退のある準位はさらにこのスピ
ン軌道相互作用により分裂することになる。この多重項がさらに分裂した構造を
微細構造という。この微細構造は

EJ
SO = A

1

2

[
J(J + 1) − L(L + 1) − S(S + 1)

]
で与えられその準位間隔は

ΔEJ
SO = EJ

SO − EJ−1
SO = AJ

と一つの多重項内では J に比例する。これをランデの間隔則 と言う。205

205ここではクーロン相互作用による多重項分裂をまず考えその後でスピン軌道相互作用による微
細構造を考えた。これを RS 結合の理論と呼ぶが、原子番号が大きい場合 J のみが本質的に保存
量となる。J により分類される準位を直接扱わなければならない。これを JJ 結合の理論という。
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HSOと Heff
SO の同値性

Ham =

∫
dτ ψ†(τ)ξ(r)sa�mψ(τ), a, m = x, y, z

HSO =Hxx + Hyy + Hzz

とする。まず、[sa, sb] = i�εabcsc より �S =
∫

dτψ(τ)�sψ(τ) に対して

[Sa, Hbm] =

∫
dτ ψ†(τ)ξ(r)[sa, sb]�mψ(τ) = i�εabcHcm

よってH±m = Hxm ± iHym として

(Hxm, Hym, Hzm)

は S について既約ベクトル演算子となる。また同様に

(Hax, Hay, Haz)

も L について既約ベクトル演算子となる。
ここで

(Tx, Ty, Tz)

が、ある角運動量演算子 �J に対して

[Jα, Tβ] =i�εαβγTγ

を満たすとき J について既約ベクトル演算子であるという。206 まず、ゼロになら
ない交換関係は次のとおりである。

[Jz, T±] = ±�T±

[J+, T−] = 2�Tz

[J−, T+] = −2�Tz

206

[Ja, Ta] =0
[Jz , Tx] =i�Ty

[Jz , Ty] = − i�Txより

[Jz, T±] = ±�T±
[J+, T+] = (i[Jx, Ty] + i[Jy, Tx]) = 0
[J+, T−] = (−i[Jx, Ty] + i[Jy, Tx]) = 2�Tz

[J−, T+] = (i[Jx, Ty] − i[Jy, Tx]) = −2�Tz

[J−, T−] = (−i[Jx, Ty] − i[Jy, Tx]) = 0
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次に J2, Jz の固有関数 |jm〉 について

〈jm|[Jz, T±]|jm′〉 = ± �〈jm|T±|jm′〉
=�(m − m′)〈jm|T±|jm′〉

よって

〈jm|T±|jm′〉 �=0, m − m′ = ±1

また

J+|jm〉 =�

√
(j − m)(j + m + 1)|jm + 1〉

J−|jm〉 =�

√
(j + m)(j − m + 1)|jm − 1〉

より

0 = 〈jm|[J−, T−]|jm′〉
= �

√
(j − m)(j + m + 1)〈jm + 1|T−|jm′〉 − �

√
(j + m′)(j − m′ + 1)〈jm|T−|jm′ − 1〉

m′ = m + 2 として√
(j − m)(j + m + 1)〈jm + 1|T−|jm + 2〉 =

√
(j + m + 2)(j − m − 1)〈jm|T−|jm + 1〉

〈jm + 1|T−|jm + 2〉√
(j + m + 2)(j − m − 1)

=
〈jm|T−|jm + 1〉√
(j + m + 1)(j − m)

= mによらない

ここで

〈jm|J−|jm + 1〉 =
√

(j − m)(j + m + 1)�

より

〈jm|T−|jm + 1〉 =c−〈jm|J−|jm + 1〉

また

0 = 〈jm|[J+, T+]|jm′〉
= �

√
(j + m)(j − m + 1)〈jm − 1|T+|jm′〉 − �

√
(j − m′)(j + m′ + 1)〈jm|T+|jm′ + 1〉

m′ = m − 2 として√
(j + m)(j − m + 1)〈jm − 1|T+|jm − 2〉 =

√
(j − m + 2)(j + m − 1)〈jm|T+|jm − 1〉

〈jm − 1|T+|jm − 2〉√
(j − m + 2)(j + m − 1)

=
〈jm|T+|jm − 1〉√
(j + m)(j − m + 1)

= mによらない
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ここで

〈jm|J+|jm − 1〉 =
√

(j − m + 1)(j + m)�

より

〈jm|T+|jm − 1〉 =c+〈jm|J+|jm − 1〉

続いて

0 = 〈jm|[Jz, Tz]|jm′〉 =�(m − m′)〈jm|Tz|jm′〉
〈jm|Tz|jm′〉 �= 0, m = m′

さらに

0 =〈jm|[J+, T−]|jm〉 = 2�〈jm|Tz|jm〉
=�

√
(j + m)(j − m + 1)〈jm − 1|T−|jm〉 − �

√
(j − m)(j + m + 1)〈jm|T−|jm + 1〉

=c−�

√
(j + m)(j − m + 1)〈jm − 1|J−|jm〉 − �

√
(j − m)(j + m + 1)〈jm|J−|jm + 1〉

=c−2�〈jm|Jz|jm〉

これから

〈jm|Tz|jm〉 =c−〈jm|Jz|jm〉

最後に

0 =〈jm|[J−, T+]|jm〉 = −2�〈jm|Tz|jm〉
=�

√
(j − m)(j + m + 1)〈jm + 1|T+|jm〉 − �

√
(j + m)(j − m + 1)〈jm|T+|jm − 1〉

=c+�

√
(j − m)(j + m + 1)〈jm + 1|J+|jm〉 − �

√
(j + m)(j − m + 1)〈jm|J+|jm − 1〉

=c+2�〈jm|Jz|jm〉

これから

〈jm|Tz|jm〉 =c+〈jm|Jz|jm〉

つまり

c− =c+

以上より

〈jm|�T |jm′〉 =c〈jm| �J |jm′〉

c ≡ 〈j||T ||j〉√
j(j + 1)(2j + 1)
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と m によらない還元行列要素 〈j||T ||j〉 を定義することができる。
よって

〈LSMLMS|HSO|LSMLMS〉 =c〈LSMLMS|�L · �S|LSMLMS〉

c =
〈LS||HSO||LS〉√

L(L + 1)(2L + 1)S(S + 1)(2S + 1)

具体的には例えば dn, (n ≤ 5) のときフントの規則から基底状態はスピン最大

SL, S =
n

2

軌道角運動最大の状態となり、

L =3n − (1 + 2 + · · ·+ n) = 3n − n(n + 1)

2
=

5n − n2

2
=

(5 − n)n

2

よって MS = S, ML = L の状態

|MS = S, ML = L〉 =c†3−1↑c
†
3−2↑ · · · c†3−n↑|0〉

で両辺を計算して

ζd�
21

2
L =cSLより

c =�
2 ζd

2S

ζd =

∫
dr r2|φnl=2(r)|2 > 0

また n ≥ 6 のときは

S =
10 − n

2

L = − {3(10 − n) − (1 + 2 + · · ·+ (10 − n)}

= −3(10 − n) +
(10 − n)(11 − n)

2
=

(10 − n)(n − 5)

2

状態は

|MS = S, ML = L〉 =c†2↑c
†
1↑c

†
0↑c

†
−1↑c

†
−2↑c

†
3−1↓c

†
3−2↓ · · · c†3−(n−5)↓|0〉

この状態で両辺を計算して

ζd�
2(−)

1

2
(2 + 1 + · · ·+ (3 − (n − 5))) =ζd�

2(−)
(10 − n)(n − 5)

2
= cSLより

c = − �
2 ζd

2S

d1,2,3,4,5 のとき c > 0 で常位、d6,7,8,9 のとき c < 0 で逆位とよぶ。なお d0, d10

のときは c = 0 である。
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第V部

光と物質の相互作用

11 電磁場の古典論
この節では光に関する量子現象を理解する事を目的として Maxwell 方程式に従

う電磁場の古典論を議論する。

11.1 Maxwell の方程式

真空中に電荷 ei の粒子が座標 �ri にある場合 (i = 1, · · · , N) のMaxwell から初
めよう。

rot �E +
∂ �B

∂�t
= 0

rot �H − ∂ �D

∂t
= �j

div �D = ρ

div �B = 0

ここで

�D = ε0
�E

�H =
1

μ0

�B

と真空中の誘電率および透磁率を用いてかける。更に電荷密度および電流密度は
粒子の座標を用いて

ρ(�r) =
N∑

i=1

eiδ(�r − �ri)

�j(�r) =

N∑
i=1

ei�̇riδ(�r − �ri)
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となる。なお、これらは次の電荷の保存則をみたす。207

∂ρ

∂t
+ div�j = 0

この系のもう一つの基本方程式として �ri にある粒子に対して以下のローレンン
ツ力にしたがう運動方程式を仮定する。ただしmi を粒子の質量とする。

mi�̈ri = ei
�E(�ri) + ei�̇ri × �B(�ri)

ここで粒子の運動エネルギー T の時間変化を考えると208

Ṫ =

∫
dV �E ·�j

207

∂ρ

∂t
=

∑
i

ei
∂

∂t
δ(
r − 
ri(t))

=
∑

i

ei
̇ri · 
∇riδ(
r − 
ri(t))

=
∑

i

ei
̇ri · (−1)
∇rδ(
r − 
ri(t))

また
div
j =

∑
i

ei
̇ri · 
∇rδ(
r − 
ri(t))

208

d

dt

∑
i

1
2
mi
̇r

2
i =

∑
i

mi
̇ri · 
̈ri =
∑

i

ei
̇ri · ( 
Ei + 
̇ri × 
Bi)

=
∑

i

ei
̇ri · 
Ei =
∫

dV 
E ·
j

Ei = E(
ri), Bi = B(
ri)
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となる。ここで V は �ri を含む任意の領域である。一方 Maxwell の方程式から209

�P = �E × �H

Eem =

∫
dV Eem

Eem =
1

2
(ε0

�E2 + μ0
�H2)

として
d

dt

(
T + Eem) +

∫
∂V

d�S · �P = 0

これより、 P は電磁場の運動量、Eem は電磁場のエネルギーであることがわかる。
( P はポインティングベクトルといわれる。)

209Maxwellの方程式より


H · rot 
E + μ0

H · 
̇H = 0


E · rot 
H − ε0 
E · 
̇E = 
E ·
j

差をとって

−div ( 
E × 
H) − 1
2

d

dt
(ε0 
E2 + μ0


H2) = 
E ·
j

div 
P +
dHem

dt
+ 
E ·
j = 0

ここで

div ( 
A × 
B) = ∂iεijkAjBk

= εijk(∂iAj)Bk + εijkAj(∂i)Bk

= εkij(∂iAj)Bk − εjikAj(∂i)Bk

= rot 
A · 
B − 
A · rot 
B
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11.2 ベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャル

まず div �B = 0 より210 211 212

�B = rot �A

210任意のベクトル場 
X は


X = 
XT + 
XL

div 
XT = 0
rot 
XL = 0

とかける。ここで 
XL、 
XT はそれぞれ縦成分 (longitude)、横成分 (transverse)という。空間の
全領域でこのベクトル場が定義できるとき、


XT = rot 
A


XL = gradφ

とポテンシャルで表現できる。
211これらは任意のベクトル場を


X(
r) =
∑

�k

X�kei�k·�r

とフーリエ展開したとき、

div X =
∑
�k

i
k · 
X�kei�k·�r

rotX =
∑
�k

i
k × 
X�kei�k·�r

となることより、


e�kσ=0 =

k

k
, 
e�kσ=1, 
e�kσ=2

を右手系の規格直交系として


XL =
∑
�k

( 
X�k · 
e�k,0)
e�k,0e
i�k·�r =

∑
�k

( 
X�k · 
k)
k
k2

ei�k·�r

( 
XL)α =
∑
�k

kαkβ

k2
Xβei�k·�r


XT =
∑
�k

∑
σ=1,2

( 
X�k · 
e�kσ)
e�kσei�k·�r =
∑

�k

(

X�k − ( 
X�k · 
k)
k

k2

)
ei�k·�r

( 
XT )α =
∑
�k

(δαβ − kαkβ

k2
)Xβei�k·�r =

∑
�k

(
∑

σ=1,2

(
e�kσ)α(
e�kσ)β)Xβei�k·�r

なお完全系の条件より∑
σ

(
e�kσ)α(
e�kσ)β =
kαkβ

k2
+
∑

σ=1,2

(
e�kσ)α(
e�kσ)β = δαβ

よって ∑
σ=1,2

(
e�kσ)α(
e�kσ)β = δαβ − kαkβ

k2
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よって

rot

(
�E +

∂ �A

∂t

)
= 0

となる。これは次の議論からしたがう。任意のベクトル 
v に関して


v = (
v · 
eσ)
eσ

vα = vβ(
eσ)β(
eσ)α

より
(
eσ)β(
eσ)α = δαβ

関数展開における類似の公式は ∑
j

ψ∗
j (x)ψj(x′) = δ(x − x′)

212微分形式とベクトル解析の公式の関係をまとめてみよう。

Ω0 = f

dΩ0 = ∂if dxi : gradf

d2Ω0 = ∂j∂if dxj ∧ dxi = 0 : rot gradf = 0

Ω1 = Aidxi : 
A

dΩ1 = ∂jAi dxj ∧ dxi : rot 
A

d2Ω1 = ∂k∂jAi dxk ∧ dxj ∧ dxi = 0 : div rot 
A = 0

Ω2 = Ai ∗ dxi = εijkAidxj ∧ dxk : 
A

dΩ2 = ∂
Aidx
 ∗ dxi = ∂iAi dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 : div 
A

d2Ω2 = 0

ここで

∗1 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

∗dx1 = dx2 ∧ dx3, ∗dx2 = dx3 ∧ dx1, ∗dx3 = dx1 ∧ dx2,

∗(dx1 ∧ dx2) = dx3, ∗(dx2 ∧ dx3) = dx1, ∗(dx3 ∧ dx1) = dx2,

∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = 1

として

A = Aidxi

∗dA = rotA = (rotA)idxi

∗d ∗ A = div A

dφ = gradφ = ∇φ

∗d ∗ dφ = Δφ

div rot 
A = ∗d ∗ (∗dA) = d(dA) = 0
rot grad f = ∗d(df) = 0
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これから

�E = −∂ �A

∂t
− �∇φ

とベクトルポテンシャル �A、スカラーポテンシャル φ を用いて、物理量は書きな
おせる。
ここで χ(�r, t) を任意の時空間の関数としてつぎのゲージ変換

�A → �A′ = �A + �∇χ

φ → φ′ = φ − ∂χ

∂t

をおこなっても対応する物理量 �E, �B は不変であることに注意する。

�E ′ = �E, �B′ = �B

つまり、ポテンシャルによる記述には自由度が残っていることに注意しよう。以下
Maxwell の方程式をこのポテンシャルで書き直そう。
まず rot �H − �̇D = �j より213

−� �A ≡ 1

c2
�̈A − Δ �A = −�∇(div �A +

1

c2
φ̇) + μ0

�j

c2 =
1

ε0μ0

また div �D = ρ より

−Δφ = div �̇A +
1

ε0
ρ

ここで特定のクーロンゲージ
div �A = 0

をとるとMaxwell 方程式は次の 2つの関係式となる。

−� �A = = μ0
�J

−Δφ =
1

ε0

ρ

積分公式については∫
V

dΩ2 =
∫

∂V

Ω2 :
∫

V

div 
A dV =
∫

∂V


A · d
S∫
S

dΩ1 =
∫

∂S

Ω1 :
∫

S

rot 
A · d
S =
∫

∂S


A · d
r∫
L

dΩ0 =
∫

∂L

Ω0 :
∫

L

gradf · d
r = f(
r)
∣∣�r=�rfin

�r=�rini

213 1
μ0

rot rot 
A − ε0(− 
̈A − 
∇φ) = 
j よって 
∇div 
A − Δ 
A + 1
c2

(

̈A + ∇φ̇

)
= μ0


j
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ここで
�J = �j − ε0

�∇φ̇

このスカラーポテンシャルに関する方程式はすぐ積分できて214

φ(�r) =
1

4πε0

∑
i

ei

|�r − �ri|

よって
�J =

∑
i

(
− ∂

∂t
�∇ ei

4π|�r − �ri|
+ ei�̇ irδ(�r − �ri)

)
なお215

div �J = 0

ここで系が一辺体積 の なかにあるとして周期的境界条件のもとで A をフーリエ
変換しよう。216

�A =
1√
V

∑
�k

�A�ke
i�k·�r

�k =
2π

L
(nx, ny, nz), ni = · · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · ·

ここで div �A = 0 より �k · �A�k = 0 よってベクトルポテンシャルを次の形に書こう。
217

k̂ · �ekσ=1 = 0, k̂ · �ekσ=2 = 0, �ek1 · �ek2 = 0

として、
�A(�r, t) =

1√
ε0V

∑
�k

∑
σ=1,2

�e�kσq�kσ(t)ei�k·�r

214

−Δf(
r) = δ(
r)

の解は

f(
r) =
1

4πr

215

div 
J = − ∂

∂t
ε0Δφ + div
j =

∂

∂t
ρ + div
j = 0

216

A�k =
1√
V

∫
dV 
A(
r)e−i�k·�r

217


A�k =
1√
ε0

∑
σ=1,2


e�kσq�kσ(t)
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また A が実であることより、�e−�kσ = �e�kσ ととると、 �A−�k = �A∗
�k
よって

q∗�kσ
(t) = q−�kσ(t)

と書ける。同様に

φ(�r, t) =
1√
V

∑
�k

φ�k(t)e
i�k·�r

�j(�r, t) =
1√
V

∑
�k

�j�k(t)e
i�k·�r

と書き � �A = μ0
�J について議論しよう。まず縦成分 ( �k 方向の成分 )に関しては

div �A = 0 より

ε0ik
2φ̇�k − �k ·�j�k = 0

しかし一方ポアソン方程式を時間微分し連続の方程式をつかって

ε0Δφ̇ = −ρ̇ = ∇r ·�j

これからフーリエ成分については−k2φ̇k = i�k ·�j�k よって縦成分の関係式は自動的
に満たされている。次に横成分に関しては218

q̈�kσ + ω2
�k
q�kσ =

1√
ε0V

�e�kσ ·
∫

dV�j(�r)e−i�k·�r

=
1√
ε0V

∑
i

ei (�e�kσ · �̇ri)e
−i�k·�ri (ω = ck)

これが ベクトルポテンシャルの満たすべき方程式でMaxwell の方程式と同値な方
程式である。これは偏光 �e�kσ ごとの強制振動の方程式である。

218


e�kσ ·
(
− � 
A(
r)

)
= 
e�kσ · 1√

ε0V

∑
�k

∑
σ=1,2


e�kσ

( 1
c2

q̈�kσ + k2q�kσ

)
ei�k·�r =

1√
ε0V

∑
�k

( 1
c2

q̈�kσ + k2q�kσ

)
ei�k·�r


e�kσ · μ0

J(
r) = 
e�kσ ·
j(
r) = μ0

1√
V


e�kσ ·
∑

�k


j�kei�k·�r

より

1
c2

q̈�kσ + k2q�kσ = μ0
√

ε0
e�kσ

j�k =

μ0
√

ε0√
V

∫
dV 
e�kσ


j(
r)e−i�k·�r
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11.3 古典場の方程式

まず電磁場のエネルギーを考え２つの部分に分けよう。219 220

Eem =
1

2

∫
dV

(
ε0( �̇A + �∇φ)2 +

1

μ0
(rot �A)2

)
= Erad + Ecoulomb

Erad =
1

2

∫
dV

(
ε0

�̇A2 +
1

μ0
(rot �A)2

)
Ecoulomb = ε0

1

2

∫
dV

(
2 �̇A�∇φ + �∇φ · �∇φ

)
= −ε0

1

2

∫
dV

(
2φ div �̇A + φΔφ

)
=

1

2

∫
dV ρφ

=
1

2

∑
ij

eiej

4πε0|�ri − �rj|

=
∑
i<j

eiej

4πε0|�ri − �rj |
+ (自己相互作用の発散項)

ここでEcoulomb はクーロン相互作用であり (自己相互作用の発散項はここでは考え
ないこととする) Erad は輻射場のエネルギーである。
ここで

p�kσ(t) = q̇−�kσ(t)

とすると

�A(�r, t) =
1√
ε0V

∑
�k

∑
σ=1,2

�e�kσq�kσ(t)ei�k·�r

�̇A(�r, t) =
1√
ε0V

∑
�k

∑
σ=1,2

�e�kσp�kσ(t)e−i�k·�r

219 ∫
dV div (f 
∇g) =

∫
dV 
∇f · 
∇g +

∫
dV fΔg =

∫
∂V

d
S · f 
∇g

より、境界項が周期的境界条件できえるため∫
dV 
∇f · 
∇g = −

∫
dV fΔg = −

∫
dV (Δf)g

220 ∫
div (φ 
̇A) =

∫
∂V

d
S · φ 
̇A = 0

から ∫
dV φdiv 
̇A = −

∫
dV 
A · 
∇φ
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これを Erad に代入して221

Erad =
1

2

∑
�k

∑
σ=1,2

(
p�kσp−�kσ + c2k2q�kσq−�kσ

)

よって運動エネルギー T = 1
2

∑
i �̈r

2 を加えて古典的エネルギーとしては

H = T + Erad + Ecoulomb

となる。そこで正準変数としては 輻射場の q�kσ, p�kσ, 粒子系の �ri, その共役運動量
として

�Pi = mi�̇ri + ei
�A(�ri) = mi�̇ri + ei

�Ai

をとりハミルトニアンとして以下のものをとると

H = Hpart + Hrad + Hcoulomb

Hpart =
∑

i

1

2mi
(�Pi − ei

�A(�ri))
2

=
∑

i

1

2mi

(
�Pi − ei

1√
ε0V

∑
�kσ

�e�kσq�kσei�k·�ri

)2

Hrad = +
1

2

∑
�k

∑
σ=1,2

(
p�kσp−�kσ + c2k2q�kσq−�kσ

)
Hcoulomb =

∑
i<j

eiej

4πε0|�ri − �rj|

以下の正準方程式から

∂H

∂q�kσ

= −ṗ�kσ

∂H

∂p�kσ

= q̇�kσ

∂H

∂rα
�kσ

= −Ṗ α
�kσ

∂H

∂P α
�kσ

= ṙα
�kσ

221磁場のエネルギーに関しては

div ( 
A × rot 
A) = rot 
A · rot 
A − 
A · rot rot 
A, (
∇ · ( 
A × 
B) = 
∇× 
A · 
B − 
A · 
∇× 
B)

= rot 
A · rot 
A − 
A · graddiv A + 
A · Δ 
A

より表面項が消えることおよび div 
A = 0 を使って∫
dV rot 
A · rot 
A = −

∫
dV 
A · Δ 
A
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粒子の運動方程式222

mi�̈ri = ei( �E(�ri) + �̇ri × B(�ri))

とMaxwell の方程式

222粒子系に対しては

ṙα
i =

∂H

∂Pα
i

=
1

mi
(P α

i − eiA
α(
ri))

−Ṗα
i =

∂H

∂rα
i

=
1

mi
(
Pi − ei


A(
ri)) · (−ei)∂α

A(
ri) + ei∂αφ(
ri)

= −eiṙ
β
i ∂αAβ(
ri) + ei∂αφ(
ri)

ここで

∂

∂rα
i

Hcoulomb =
∂

∂rα
i

1
4πε0

∑
a<b

1
|
ra − 
rb|

=
∂

∂rα
i

1
4πε0

∑
j( �=i)

1
|
ra − 
rb|

= ∂αeiφ(
ri) = ∂αeiφi


Ai = 
A(
ri)

d

dt

Ai =

d 
A(
r)
dt

∣∣∣∣
�r=�ri

+ 
̇ ir · 
∇�ri

Ai

に注意する。よって

mir̈
α
i = Ṗα

i − eiȦ
α
i (
ri) − ei
̇ ir · 
∇iA

α
i (
ri)

= eiṙ
β
i ∂αAβ(
ri) − ei∂αφ(
ri)

−eiȦ
α
i (
ri) − eiṙ

β
i ∂βAα

i (
ri)

= ei

(
− ∂αφ(
ri) − Ȧα

i (
ri) + ṙβ
i ∂αAβ(
ri) − ṙβ

i ∂βAα
i (
ri)

)
ここで

(
̇r × rot 
A)α = εαβγ ṙβεγηξ∂ηAξ

= (δαηδβξ − δαξδβη)ṙβ∂ηAxi

= ṙβ∂αAβ − ṙβ∂βAα

より
mi
̈ri = ei( 
E(
ri) + 
̇ri × B(
ri))
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223

q̈−�kσ + c2k2q−�kσ =
1√
ε0V

∑
i

ei(�̇ri · �e�kσ)ei�k·�ri

がでる。
なおゲージ不変な粒子の速度は

�̇ri =
1

mi

(
Pi − ei

�A(�ri)
)

となることに注意しよう。
最後に場の量を正準変数で書いておこう。

�E = − �̇A − �∇φ

= − 1√
ε0V

∑
�kσ

�e�kσp�kσe−i�k·�r − �∇φ

�B =rot �A

=
i√
ε0V

∑
�kσ

�k × �e�kσq�kσei�k·�rb

11.4 場の運動量

また電磁場の運動量 �Gem はポインティングベクトルから次のように計算される。

223輻射場については

−ṗ�kσ =
∂H

∂q�kσ

= c2k2q−�kσ +
∑

i

1
mi

(

Pi − ei

1√
ε0V

∑
�kσ


e�kσq�kσei�k·�ri

)
·
(
− ei

1√
ε0V


e�kσei�k·�ri
)

= c2k2q−�kσ +
∑

i

1
mi

(
Pi − ei

Ai) ·

(
− ei

1√
ε0V


e�kσei�k·�ri
)

= c2k2q−�kσ − 1√
ε0V

∑
i

ei(
̇ri · 
e�kσ)ei�k·�ri

q̇�kσ =
∂H

∂p�kσ

= p−�kσ

q̈−�kσ = ṗ−�kσ

= −c2k2q−�kσ +
1√
ε0V

∑
i

ei(
̇ri · 
e�kσ)ei�k·�ri
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�G =
1

c2

∫
dV �P =

1

c2

∫
dV �E × �H

= − 1

c2

1

μ0

∫
dV
(
�̇A + �∇φ

)
× rot �A

= �G0
em + �G′

em

�G0
em = − 1

c2

1

μ0

∫
dV �̇A × rot �A

�G′
em = − 1

c2

1

μ0

∫
dV �∇φ × rot �A

まず、純輻射場の運動量 �G0
em は正準変数で次のように書ける。

224

�G0
em = −i

∑
�kσ

�k p�kσq�kσ

さらに粒子の存在からくる項を次のように変形しよう (部分積分ならびに周期的境
界条件から境界項がきえることとクローンゲージの条件に注意)

�G′
em = − 1

c2

1

μ0

∫
dV �∇× (φ rot �A) − φ rot rot �A

= − 1

c2

1

μ0

∫
dV φ Δ �A = − 1

c2

1

μ0

∫
dV (Δφ) �A

=
1

c2

1

ε0μ0

∫
dV ρ �A =

∑
j

ej
�Aj

よって全運動量 �GT を粒子系の運動量と輻射場の運動量の和として

�GT =
∑

j

mj�̇rj + �Gem

=
∑

j

�Pj + �G0
em

224


G0
em = − 1

c2

1
μ0

∫
dV 
̇A × rot 
A

= − 1
c2

1
μ0

1√
ε0

∑
�k

∑
σ

1√
ε0


e�kσp�kσ × (i
k ×
∑
σ′


e�kσ′q�kσ′ )

= −i
∑
�k

∑
σσ′

p�kσq�kσ′ 
e�kσ × (
k × 
e�kσ′)

= −i
∑
�kσ


k p�kσq�kσ


e × (
k × 
e) = 
k, (|
e| = 1)
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となる。

11.5 場の角運動量

次に電磁場の角運動量 �Jem を計算しておこう。

�Jem =
1

c2

∫
dV �r × �P =

1

c2

∫
dV �r × ( �E × �H)

= − 1

c2

1

μ0

∫
dV �r ×

(
�̇A + �∇φ

)
× rot �A

= �J0
em + J ′

em

�J0
em = − 1

c2

1

μ0

∫
dV �r × ( �̇A × rot �A)

�J ′
em = − 1

c2

1

μ0

∫
dV �r × (�∇φ × rot �A)

まず、純輻射場の角運動量 �J0
em を次のように２つの部分に分ける。

225

�Jem = �J �
em + Js

em

�J �
em = − 1

μ0c2

∫
V

d3r Ȧj
��Aj

�Js
em = − 1

μ0c2

∫
V

d3r �̇A × �A

= −
∑
k,σσ′

(�ekσ × �ekσ′)pkσqkσ′

225

(Ȧ × rot 
A)i =εijkȦjεklm∂lAm = (δilδjm − δimδjl)Ȧj∂lAm

=Ȧj∂iAj − Ȧj∂jAi = Ȧj∂iAj − ∂j(ȦjAi) +
∂

∂t
(∂jAj)Ai

=Ȧj∂iAj − ∂j(ȦjAi)

(
r × (Ȧ × rot 
A))a =εabcrbȦj∂cAj − εabcrb∂j(ȦjAi)

=εabcrbȦj∂cAj − ∂j(εabcrbȦjAi) + εabc∂j(rb)∂j(ȦjAc)

= εabcrbȦj∂cAj − ∂j(εabcrbȦjAc) + εabcȦbAc

= Ȧj(
�Aj)a − ∂j(εabcrbȦjAc) + εabcȦbAc

境界項を落として ∫
V

d3r 
r × (Ȧ × rot 
A) =
∫

V

d3r Ȧj

�Aj +

∫
V

d3r 
̇A × 
A
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さらに粒子の存在からくる項を数回部分積分して変形すると次のようになる。226

�J ′
em = − ε0

∫
dV Δφ�r × �A =

∫
dV ρ�r × �A =

∑
j

�rj × (ej
�Aj)

よって全角運動量 �JT を粒子系の角運動量と輻射場の角運動量の和として

�JT =
∑

j

�rj × (mj�̇r)j + �Jem =
∑

j

�Lj + �J0
em

�Lj =�rj × (m�̇rj + ejAj) = �rj × �Pj

となる。

12 場の量としての電磁場と相互作用する粒子系

12.1 ラグランジアン密度と運動方程式

前節の議論から Maxwell 方程式は

� �A = �∇(div �A +
1

c2
φ̇) − μ0

�j

1

c
Δφ = −1

c

∂

∂t
div �A − μ0cρ

226


∇φ × rot 
A =
∇× (φrot 
A) − φrot rot 
A = 
∇× (φrot 
A) + φΔ 
A


r × (
∇φ × rot 
A) =
r × (
∇× (φrot 
A)) + 
r × φΔ 
A

[
r × (
∇× (φrot 
A))]i =εijkrjεklm∂l(φrot 
A)m = (δilδjm − δimδjl)rj∂l(φrot 
A)m

=rj∂i(φrot 
A)j − rj∂j(φrot 
A)i

=∂i(rjφ(rot 
A)j) − φ(rot 
A)i − ∂j(rjφ(rot 
A)i) + 3φ(rot 
A)i

=∂i(rjφ(rot 
A)j) − ∂j(rjφ(rot 
A)i) + 2φ(rot 
A)i

[
r × φΔ 
A]i =εijkrjφ∂l∂lAk

=∂l(εijkrjφ∂lAk) − εijkφ∂jAk − εijkrj(∂lφ)∂lAk

=∂l(εijkrjφ∂lAk) − εijkφ∂jAk − ∂l

(
εijkrj(∂lφ)Ak

)
+ εijk(∂jφ)Ak + εijkrj(∂l∂lφ)Ak

=∂l(εijkrjφ∂lAk) − εijkφ∂jAk − ∂l

(
εijkrj(∂lφ)Ak

)
+ ∂j(εijkφAk) − εijkφ(∂jAk) + εijkrj(∂l∂lφ)Ak

=∂l(εijkrjφ∂lAk) − ∂l

(
εijkrj(∂lφ)Ak

)
+ ∂j(εijkφAk) − 2φ(rot 
A)i + (Δφ)(
r × 
A)i


J ′
em = − ε0

∫
dV Δφ
r × 
A =

∫
dV ρ
r × 
A =

∑
j


rj(ej × Aj)
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となる。227 これらをまとめてローレンツ変換に対して共変な形で Maxwell 方程
式は次のように書ける。

∂μ(∂μAν − ∂νAμ) = μ0j
ν

∂μfμν = μ0j
ν

ここで前に述べたように

A0 =
1

c
φ

A1 = −A1 = −Ax

A2 = −A2 = −Ay

A3 = −A3 = −Az

fμν = ∂μAν − ∂νAμ

j0 = cρ

ji = (�j)i

である。
これを最小作用の原理から導く作用は粒子系のものを含めて次のように与えら

れる。(τ(i) は i 番目の粒子の固有時間である。dτ(i) = dt

√
1 − v2

i

c2
)

227

� 
A = 
∇(div 
A +
1
c2

φ̇) − μ0

j

1
c
Δφ = −1

c

∂

∂t
div 
A − μ0cρ

まず

div 
A +
1
c2

∂φ

∂t
= ∂μAμ

に注意して第１式は

−∂μ∂μAi = −∂i∂μAμ − μ0j
i

第 2式は次のように書きなおせるから

�
1
c
φ +

1
c3

∂φ

∂t
= −1

c

∂

∂t

(
∂μAμ − 1

c2

∂

∂t
φ

)
− μ0cρ

−∂μ∂μA0 = −∂0∂μAμ − μ0j
0

これらをまとめて Maxwell 方程式は次のように書ける。

∂μ(∂μAν − ∂νAμ) = μ0j
ν

∂μfμν = μ0j
ν

量子力学第３ 東京大学　初貝安弘　Univ. of Tokyo, Y. Hatsugai



—量子力学第３: 光と物質の相互作用— 2005冬　初貝 ( 平成 18 年 10 月 17 日)187

Sem = S0 + Srad + Sel =

∫
d4x
(
L0(x) + Lrad(x) + Lel(x)

)
(d4x = dx0dx1dx2dx3 = cdtd3r)

L0(x) = −
∑

i

mic

∫
dτ(i)

√
gμν

dxμ
(i)

dτ(i)

dxν
(i)

dτ(i)

δ4(x − x(i))

S0 = −
∑

i

mic

∫
dτ(i)

√
gμν

dxμ
(i)

dτ(i)

dxν
(i)

dτ(i)
= −

∑
i

mic

∫
dt
√

gμν ẋ
μ
(i)ẋ

ν
(i)

Lrad(x) = − 1

4μ0c
fμνf

μν

Srad = − 1

4μ0

∫
dtd3r fμνf

μν

Lel(x) = −jμ(x)Aμ(x)

Sel =

∫
d4xLel(x) = −

∑
i

∫
dt eiAμ(x(i))ẋ

μ
(i) =

∑
i

∫
dt ei

(
− φ(�ri, t) + �̇ri · �A(�ri, t)

)
jμ(x) =

∑
i

cei

∫
dτ(i) δ4(x − x(i))x

′μ
(i) = (c

∑
i

eiδ
3(�r − �ri), ei�̇riδ

3(�r − �ri))

輻射場の運動方程式は

δLrad

δAμ(x)
=

1

4μ0
∂ν

∂

∂∂νAμ
(∂κAρ − ∂ρAκ)(∂

κAρ − ∂ρAκ)

=
1

μ0
∂νf

νμ

δLel

δAμ(x)
= −jμ

また粒子系についてはすでに議論した。
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12.2 エネルギー運動量テンソルと保存則

次に Maxwell 方程式 (場の方程式) ∂μfμν = μ0j
ν に fλν をかけると少し計算し

て228

∂μT μ
λ = fλνj

ν

T μ
λ =

1

μ0

(
fκμfκλ − 1

4
δμ

λf
κνfκν

)
この T μ

λ を電磁場のエネルギー運動量テンソルと呼ぶ。具体的には T μν = gλνT μ
λ

T μν =
1

μ0

(
gλνgκαgλβf

κμfαβ − 1

4
gλνδμ

λf
κνfκν

)
=

1

μ0

(
gκαfκμfαν − 1

4
gμνfκνfκν

)

228

fλν∂μfμν = ∂μ(fλνfμν) − fμν∂μfλν

= ∂μ(fλνfμν) − 1
2
fμν(∂μfλν − ∂νfλμ), fμν = −fνμ

= ∂μ(fλνfμν) − 1
2
fμν(∂μfλν + ∂νfμλ + ∂λfνμ) +

1
2
fμν∂λfνμ

= ∂μ(fλνfμν) +
1
2
fμν∂λfνμ

= ∂μ(fλνfμν) − 1
4
∂λ(fμνfμν) = ∂μ(fλνfμν) − 1

4
∂λ(fκνfκν)

= ∂μ(fλνfμν) − 1
4
δμ

λ∂μ(fκνfκν)

= ∂μ

(
fκμfκλ − 1

4
δμ

λfκνfκν

)

ここで

∂μfλν + ∂νfμλ + ∂λfνμ = ∂μ(∂λAν − ∂νAλ) + ∂ν(∂μAλ − ∂λAμ) + ∂λ(∂νAμ − ∂μAν) = 0
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として T μν = T νμ と対称であり具体的には次のように書ける. 229

T 00 = −1

2
(ε0

�E2 + μ0
�H2) = −Hem

T k0 = −1

c
(�P )k, �P = �E × �H

T kl = ε0EkEl + μ0HkHl − δkl
1

2
(ε0

�E2 − μ0
�H2))

また

∂μT μκ = fκνjν

229

fμν =

⎛⎜⎜⎝
0 Ex

c
Ey

c
Ez

c

−Ex

c 0 −Bz By

−Ey

c Bz 0 −Bx

−Ez

c 0 Bx 0

⎞⎟⎟⎠
μν

fαβ = gαμgnuβfμν

=
{⎛⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

0 Ex

c
Ey

c
Ez

c

−Ex

c 0 −Bz By

−Ey

c Bz 0 −Bx

−Ez

c 0 Bx 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠}
αβ

=

⎛⎜⎜⎝
0 −Ex

c −Ey

c −Ez

c
Ex

c 0 −Bz By
Ey

c Bz 0 −Bx
Ez

c −By Bx 0

⎞⎟⎟⎠
αβ

より

fαβfαβ = − 2
c2


E2 + 2 
B2

T 00 =
1
μ0

(
− 1

c2

E2 − 1

4
(− 2

c2

E2 + 2 
B2)

)
= −1

2
(ε0 
E2 + μ0


H2) = −Hem

T 10 =
1

cμ0

(
− BzEy + By − Ex) = −1

c
( 
E × 
H)1

他の空間成分をまとめて T k0 = −1
c


Pk, 
P = 
E × 
H

さらに T kl =
1
μ0

(
1
c2

EkEl + BkBl + δkl
1
2
(− 1

c2

E2 + 
B2))

= ε0EkEl + μ0HkHl − δkl
1
2
(ε0 
E2 − μ0


H2))
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ここで i番目の粒子の運動方程式を
dπμ

(i)

dt
= eiẋκ(i)f

μκ と書けば∫
V

d3r j(x) =
∑

i

eiẋκ(i)f
μκ

に注意して230

d

dt

∑
i

πμ
(i) =

1

c

∂

∂t

∫
V

d3r T 0μ

各成分で書いて ∑
i

Mic
2 +

∫
V

d3rHem(�r) = const.

∑
i

Mi�vi +

∫
V

d3r �P (�r) = const.

これはエネルギーと運動量の保存則をあらわす。

13 荷電粒子と電磁場の系の量子化
前節で与えた古典的正準方程式にしたがって量子化しよう。具体的には輻射場の

正準変数 q�kσ, p�kσ,および粒子系の正準変数�ri,その共役運動量として �Pi = mi�̇ri+ei
�A

を演算子としてその間に交換関係

[q�kσ, p�k′σ′ ] = i�δ�k�k′δσσ′

[rα
i , P β

j ] = i�δijδαβ

を課す。ここでは具体的な表示として粒子系に対しては微分表示

�Pi = −i��∇i

230

d

dt

∑
i

πμ
(i) =

∫
V

d3r ∂νT νμ

=
1
c

∂

∂t

∫
V

d3r T 0μ +
∫

V

∂iT
iμ

=
1
c

∂

∂t

∫
V

d3r T 0μ +
∫

S

dSiT
iμ =

1
c

∂

∂t

∫
V

d3r T 0μ
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をとろう。また輻射場に対してはボーズ粒子による表現

q�kσ =

√
�

2ωk

(a†
−�kσ

+ a�kσ)

p�kσ = i

√
�ωk

2
(a†

�kσ
− a−�kσ)

[a�kσ, a†
�k′σ′ ] = δ�k�k′δσσ′

[a�kσ, a−�k′σ′ ] = 0

[a†
�kσ

, a†
−�k′σ′ ] = 0

をとろう。
この表示でベクトルポテンシャルは231

�A(�r) =
1√
εoV

∑
�kσ

√
�

2ωk
�e�kσ(a†

�kσ
e−i�k·�r + a�kσe

i�k·�r)

となる。

231


A(
r) =
1√
εoV

∑
�kσ


e�kσq�kσei�k·�r

=
1√
εoV

∑
�kσ

√
�

2ωk

e�kσ(a†

−�kσ
+ a�kσ)ei�k·�r

=
1√
εoV

∑
�kσ

√
�

2ωk

e�kσ(a†

�kσ
e−i�k·�r + a�kσei�k·�r)
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場の量の交換関係

ここで場の量の交換関係を計算しておこう。232

[Aα(�r), Aβ(�r ′)] =0

[Eα(�r), Eβ(�r ′)] =0

[Bα(�r), Bβ(�r ′)] =0

[Eα(�r), Aκ(�r
′)] =i�

1

ε0V
εαβγ∂

′
γδ(�r − �r ′)

13.1 Hamiltonian

よってハミルトニアンは古典系のものをここでの演算子で書き直して233

232

[Aα(
r), Aβ(
r ′)] =0
[Eα(
r), Eβ(
r ′)] =0
[Bα(
r), Bβ(
r ′)] =0

[Eα(
r), Aβ(
r ′)] = − 1
ε0V

∑
�kσ

(
e�kσ)α(
e�kσ)β [p�kσ, q�kσ]e−i�k·(�r−�r ′)

=
i�

ε0V

∑
�kσ

(
e�kσ)α(
e�kσ)βei�k·(�r−�r ′)

=
i�

ε0V

∑
�k

(δαβ − kαkβ

k2
)ei�k·(�r−�r ′)

[Eα(
r), Bβ(
r ′)] =εβγκ∂′
γ [Eα(
r), Aκ(
r ′)]

= − �

ε0V

∑
�k

(δακ − kαkκ

k2
)εβγκkγei�k·(�r−�r ′)

= − �

ε0V

∑
�k

εβγαkγei�k·(�r−�r ′)

=i
�

ε0V
εαβγ∂′

γδ(
r − 
r ′)

233

1
2

∑
k

(
p�kσp−�kσ + ω2

kq�kσq−�kσ

)
=

∑
k

�ωk

4

(
− (a†

�kσ
− a−�kσ)(a†

−�kσ
− a�kσ) + (a†

−�kσ
+ a�kσ)(a†

�kσ
+ a−�kσ)

)
=

∑
k

�ωk
1
4
(a−�kσa†

−�kσ
+ a†

�kσ
a�kσ) + a†

−�kσ
a−�kσ) + a�kσa†

�kσ
)

=
∑

k

�ωk
1
2
(a�kσa†

�kσ
+ a†

�kσ
a�kσ)

=
∑

k

�ωk(a†
�kσ

a�kσ +
1
2
)
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234

H = Hpart + Hrad + Hcoulomb

Hpart =
∑

i

1

2mi

(−i��∇i − ei
�A(�ri))

2

�A(�ri) =
1√
εoV

∑
�kσ

√
�

2ωk
�e�kσ(a†

�kσ
e−i�k·�ri + a�kσei�k·�ri)

Hrad =
∑

�k

∑
σ=1,2

�ωk(n�kσ +
1

2
)

n�kσ = a†
�kσ

a�kσ′

Hcoulomb =
∑

i

eiej

|�ri − �rj|

となる。

13.2 運動量

また場の運動量は235

�G0
em =

∑
�kσ

��k n�kσ

234


A(
ri) =
1√
εoV

∑
�kσ

√
�

2ωk

e�kσ(a†

�kσ
e−i�k·�ri + a�kσei�k·�ri)

235

G0
em = −i

∑
�kσ


k p�kσq�kσ

=
1
2

∑
�kσ

�
k(a†
�kσ

− a−�kσ)(a†
−�kσ

+ a�kσ)

=
1
2

∑
�kσ

�
k(a†
�kσ

a†
−�kσ

− a−�kσa�kσ + a†
�kσ

a�kσ − a−�kσa†
−�kσ

)

=
∑
�kσ

�
k a†
�kσ

a�kσ (
k ↔ −
k)

最後の変形では (
k ↔ −
k) に注意する。
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となり、粒子の運動量を加えて

�GT = �Gp + �G0
em

=
∑

i

�

i
�∇i +

∑
�kσ

��k n�kσ

�Gp =
∑

i

�

i
�∇i

ここで運動量とハミルトニアンの交換子は

[H, �GT ] = 0

となることも示せる。236

14 電磁場と物質の相互作用
ここでもし A, A2 の項がなければ粒子系と輻射場は分離するのでこの項を摂動

ハミルトニアンと考え、以下摂動論により議論を進めよう。ここでクーロンゲー
ジをとっているため237

�Pi · �A(�ri) = �A(�ri) · �Pi

であることに注意し系のハミルトニアンを次のように分離する。

H = H0 + Hint

236

[ei�k·�rj , 
∇j ] = −i
kei�k·�rj

[a, a†a] = a

[a†, a†a] = −a†

[( 
A(
ri))α, 
GT ] =
1√
ε0V

∑
�kσ

√
�

2ωk
(
e�kσ)α

(
[a†

�kσ
e−i�k·�ri ,

�

i

∇i + �
kn�kσ]

+[a�kσei�k·�ri ,
�

i

∇i + �
kn�kσ]

)
= 0

[Hpart, 
GT ] = 0

[H, 
GT ] = [Hpart + Hrad + Hcoulomb, 
Gp + 
G0
em]

= [Hrad + Hcoulomb, 
Gp + 
G0
em]

= [Hcoulomb, 
Gp + 
G0
em]

= [Hcoulomb, 
Gp] = 0

237

[ 
Pi, 
A(
ri)]∗ = 
Ai · 
Pi(∗) + (
Pi · 
Ai) ∗ − 
Ai(·
Pi∗) = −i�div 
A(
ri) = 0
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ここで H0 は粒子系と放射場の分離した以下のハミルトニアンであり、

H0 = Hp + Hrad

Hp = −
∑

i

�
2

2mi

Δi +
∑

i

eiej

|�ri − �rj|

Hrad =
∑

�k

∑
σ=1,2

�ωk(n�kσ +
1

2
)

Hint はベクトルポテンシャルによる粒子系と放射場の相互作用である。

Hint = H(1) + H(2)

H(1) =
∑

i

i�ei

mi

�A(�ri) · �∇i

=
1√
εoV

∑
i

i�ei

mi

∑
�kσ

√
�

2ωk
(a†

−�kσ
+ a�kσ)ei�k·�ri (�e�kσ · �∇i)

H (2) =
∑

i

�(ei)
2

2mi

�A(�ri)
2

=
∑

i

�(ei)
2

2mi

1

εoV

∑
�k�k′σσ′

�(�e�kσ · �e�k′σ′)

2
√

ωkωk′
(a†

−�kσ
+ a�kσ)(a†

−�k′σ′ + a�k′σ′)e
i(�k·�ri+�k′·�r′i)

よって非摂動系の基底は粒子系の固有状態 Ψm({�ri}) 固有エネルギー Em および
輻射場の状態ベクトル |{n�kσ}〉 により次のように書ける。(セロ点エネルギーは除
いた)

H0|m; {n�kσ}〉 = (Em +
∑
�kσ

n�k�ω�k))|m; {n�kσ}〉

|m; {n�kσ}〉 = |{n�kσ}〉Ψm({�ri})
HpΨm({�ri} = EmΨm({�ri})
Hrad|{n�kσ}〉 =

∑
�kσ

n�k�ω�k|{n�kσ}〉

特に H(1) は光子 1つの吸収放出に関係しH(2) は光子 2つが関与する過程を記述
する。
以上粒子系に対する相対論的効果を無視してきたが最低次の相対論的補正が

− e�

2m
�σ · rot �A

であったことに対応して次の項が摂動ハミルトニアンとして付け加わる。
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H(s) = −
∑

i

ei�

2mi
�σ · roti

�Ai = −
∑

i

ei�

2mi
�σ · �∇i × �Ai

= − 1√
ε0V

∑
i

∑
k,σ

iei�

2mi

√
�

2ωk
(a†

−�kσ
+ a�kσ)ei�k·�ri�σ · (�e�kσ × �k)

14.1 フェルミの黄金律

ここで摂動論による状態の遷移確率に関するフェルミの黄金律を復習しておこ
う。まず非摂動系とその状態

H0|n〉 = En|n〉

を考え全系が (時間に依存しない)ハミルトニアン

H = H0 + Hint

に支配されているとする。このとき時間 0に状態が非摂動状態 a にあったとして
単位時間あたりに非摂動状態 b へ遷移する確率を求めよう。ただし摂動項は十分
小さく、更に観測時間は十分長いことを仮定する。

• 相互作用表示
シュレディンガー方程式

i�∂tΨ = (H0 + Hint)Ψ

において
Ψ = e−iH0t/�ΨI

とすると238

i�∂tΨ
I = H I

intΨ
I

H I
int = eiH0t/�Hinte

−iH0t/�

これを相互作用表示という。よって

ΨI(t) =
∑

n

cn(t)|n〉

とすれば

i�ċn =
∑
m

〈n|H I
int|m〉cm

=
∑
m

〈n|Hint|m〉ei(En−Em)t/�cm

238代入せよ
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なおこれより確率の保存

d

dt

∑
n

|cn(t)|2 = 0

はすぐに導ける。(自明か?)

もとに戻り
ca(t = 0) = 1, cn(t = 0) = 0, (n �= a)

として時間が初期条件からあまりたっていないと仮定し逐次近似解を求めると239

cb(t) = 〈b|Hint|a〉
ei(Eb−Ea)t/� − 1

Eb − Ea

よって

|cb(t)|2 = |〈b|Hint|a〉|22
cos(Eb − Ea)t/�

(Eb − Ea)2

ここで240 241

δ(x) = lim
α→∞

1 − cos αx

παx2

をもちいると単位時間に a から b に遷移する確率 wa→b が以下のように与えれれ
ることを意味する。242

wa→b =
1

t
|cb(t)|2 −→

2π

�
|〈b|Hint|a〉|2δ(Eb − Ea)

つまり遷移はエネルギーは等しいが状態のことなるものあいだで起こる。さらに
例えば終状態 b が連続スペクトルに属する場合エネルギー間隔 dEb における状態
密度が ρ(Eb) であるとすれば状態数は ρ(Eb)dEb なので遷移確率は∫

wa→bρ(Eb)dEb =
2π

�
|〈b|Hint|a〉|2ρ(Eb)

となる。これをフェルミの黄金律という。243

239

i�ċb(t) = 〈b|Hint|a〉ei(Eb−Ea)t/�ca

240これより逐次近似の有効範囲は

|〈b|Hint|a〉| << |Eb − Ea|
であり時間にはよらないことがわかる。

241 ∫ ∞

−∞
dy

1 − cosαx

y2
= π

242このデルタ関数での置き換えは

|Ea − Eb|t
�

>> 1

で正当化される。つまりエネルギーが近い状態ほど観測時間が十分に長くなければならない。
243近似である.
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14.2 遷移の行列要素と双極子遷移

光の吸収、放出等を一次の過程に限りフェルミの黄金律の範囲内で議論する。そ
のためには次の行列要素

〈mb; {n�kσ}b|H(1)||ma; {n�kσ}a〉 =
∑
�kσ

Mp
ba(

�k, σ)M rad
ba (�k, σ)

Mp
ba(

�k, σ) = =

∫ ∏
d�riΨ

∗
b({�ri})

(∑
i

i�ei

mi
ei�k·�ri(�e�kσ · �∇i)

)
Ψa({�ri})

M rad
ba (�k, σ) =

1√
εoV

√
�

2ωk

〈{n�kσ}b|(a†
−�kσ

+ a�kσ)|{n�kσ}a〉

を計算することとなる。244 まず輻射場については以下の評価を用いる。√
�

2ω
〈n − 1|a|n〉 =

√
�

2ω

√
n√

�

2ω
〈n + 1|a†|n〉 =

√
�

2ω

√
n + 1

次に粒子系の波動関数 Ψm({�ri}) による (m = a, b) 行列要素 Mp
ba(

�kσ) について少
し議論しよう。まず原子の半径を a として遷移の前後のエネルギー差 E を見積
もって原子の束縛エネルギー

E = �ω ≈ e2

4πε0a

とすれば、関与する光の波数 k は

k =
2π

λ
=

ω

c
=

E

�c
≈ 1

a

e2

4πε0�c
= α

1

a

よって

k ≈ α

a
<<

1

a
, α =

e2

4πε0�c
≈ 1

137
,

ここで α は 微細構造定数とよばれる無次元の物理定数である。つまり粒子系の波
動関数が有限の値をもつ領域においては光の波数と

�k = 0

のみを考えれば良いと考えられる。更に粒子系のハミルニアン Hp に対して245

[Hp, �ri] = − �
2

m
�∇i

[Hp, ri,α] = − �
2

m
∂i,α

244フェルミ粒子系を考える。ボーズ系の場合は規格化に注意する
245

[
p2

2m
, r] =

p

2m
2[p, r] =

p

2m
2(−)i� = −ip

�

m
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これから状態が固有状態であることをつかって

Mp
ba ≈ Mp,e−dipole

ba

Mp,e−dipole
ba = (Eb − Ea)

∫ ∏
d�riΨ

∗
b({�ri})

(∑
i

(�e�k=0,σ · �ri)
iei

�

)
Ψa({�ri})

= (Eb − Ea)〈b|
∑

i

(�e�k=0,σ · �ri)
iei

�
|a〉

= −iωbaμ
T
σ,ba

μT
σ,ba =

∑
i

〈b|μi
σ|a〉, �ωba = Eb − Ea

〈b| · · · |a〉 ≡
∫ ∏

d�riΨ
∗
b({�ri})(· · · )Ψa({�ri}),

μi
σ = �e�k,σ · �μi, �μi = ei�ri (電気双極子)

書ける。この ei�k·ri → 1 ととる近似を電気双極子近似という。
一般にこの b → a の遷移の強さを表す量として振動子強度 fba を次のように定

義する。

fab =
2m

e2�ωba

|Mp
ba|2

この振動子強度について電気双極子遷移に関しては次の総和則が成立する。246∑
b

fba =N

246まず次の 2重交換子を確認しよう。

[
N∑
i

ri,α, [Hp,
N∑
j

rj,β ]] =
1

2m
[

N∑
i

ri,α, [
N∑
k


p2
k,

N∑
j

rj,β ]]

= − 2i�
1

2m
[

N∑
i

ri,α,

N∑
j

pj,β ]

=(−2i�)(i�)
1

2m
Nδαβ =

�
2

m
Nδαβ

[
N∑
i

(
eσ · 
ri), [Hp,
N∑
j

(
eσ · 
rj)]] =(
eσ)α(
eσ)α
�

2

m
N =

�
2

m
N

[x, [H, x]] = [x, Hx − xH ] = xHx − x2H − Hx2 + xHx = 2xHx − x2H − Hx2 から

〈a|[x, [H, x]]|a〉 =2〈a|xHx|a〉 − 〈a|x2H |a〉 − 〈a|Hx2|a〉
=2〈a|xHx|a〉 − Ea〈a|x2|a〉 − Ea〈a|x2|a〉
=2
∑

b

〈a|x|b〉〈b|Hx|a〉 − 2Ea

∑
b

〈a|x|b〉〈b|x|a〉

=2
∑

b

(Eb − Ea)|〈b|x|a〉|2
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通常いくつかの遷移が主要な寄与をあたえるので、それらの主要な寄与は O(1) で
あることを意味する。
電気双極子近似による寄与が対称性のために 0となる場合次の次数を考慮する

必要がある。そこで ei�k·ri → 1 + i�k · �ri として

Mp
ba ≈ Mp,e−d

ba +

∫ ∏
d�riΨ

∗
b({�ri})

(
i�ei

mi

∑
i

i�k · �ri(�e�k,σ · �∇i)

)
Ψa({�ri})

ここで247

(�k · �r)(�e · �∇) =
1

2
(�k × �e) · �� +

1

2
[Hp, (�k · �r)(�e · �r)]

より

Mp
ba ≈ Mp,e−d

ba + Mp,e−q
ba + Mp,m−d2

ba

Mp,e−q
ba =(Eb − Ea)

∫ ∏
d�riΨ

∗
b({�ri})

(∑
i

(�k · �ri)(�e�k,σ · �ri)
iei

2�

)
Ψa({�ri})

Mp,m−d1

ba =

∫ ∏
d�riΨ

∗
b({�ri})

(∑
i

i�ei

mi

(
1

2
(�k × �e�kσ) · ��

)
Ψa({�ri})

この Mp,e−q
ba を電気 2重極子遷移の行列要素とよぶ。さらに Mp,m−d1

ba からの寄与
は H(s) の 1次の寄与を ei�k·�r = 1 と双極子近似で扱うときの寄与 Mp,m−d2

ba とまと

よって x =
∑

i 
eσ · 
ri として 〈a|a〉 = 1 と中間状態の完全性より∑
b

fba =
∑

b

2m

e2�
ωba|μT

σ,ba|2 =
∑

b

2
e2m�2

(Eb − Ea)|μT
σ,ba|2 = N

247まず次の関係式を確認する。

(
k × 
e)(
r × 
∇) =εijkkjekεiabra∂b = (δjaδkb − δjbδka)kjekra∂b

=kjekrj∂k − kjekrk∂j

[Hp, rirj ] =ri[Hp, rj ] + [Hp, ri]rj = −�
2

m
(ri∂j + ∂jri)

よって

(
k · 
r)(
e · 
∇) =kiriej∂j =
1
2
kiej(ri∂j − rj∂i) +

1
2
kiej(ri∂j + rj∂i)

=
1
2
(
k × 
e) · (
r × 
∇) +

1
2
[Hp, (
k · 
r)(
e · 
r)]
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めて次の磁気双極子遷移の行列要素と呼ぶ。

Mp,m−d
ba =

∫ ∏
d�riΨ

∗
b({�ri})

(∑
i

i�ei

2mi

(�e�kσ × �k) · �M

)
Ψa({�ri})

�M =�� + �σ = �� + 2�s

もっとも簡単な電気双極子近似での計算に入る前に輻射場の状態密度を計算し
ておこう。系が一辺 L の箱に入っていると考えるとエネルギーが [E, E + dE] に
ある状態数 ρ(E)dE は立体角 dΩ 波数 [k, k + dk]に分解して248

ρ(E) = V
1

(2π)3

ω2

�c3
dΩ

14.3 光の放出

前節の議論から次のような遷移の過程を考えると

原子系の状態 原子系のエネルギー 輻射場
始状態 a Ea {ni}
終状態 b Eb

∃ν nν + 1

放出される光のエネルギーについてエネルギー保存 (フェルミの黄金律のデルタ
関数)より

�ω = Ea − Eb

であり、フェルミの黄金律から単位時間あたり立体角 dΩ に偏光 σ で放出される
確率 wdΩ は

wdΩ =
2π

�
× 1

ε0V
ω2|μT

σ |2 ×
�

2ω
(n̄kσ + 1) × ρ(E)

ここで輻射場の光子数としては波数 k 偏光 σ のものについて平均をとったものを
n̄kσ として導入した。これを整理して

w = wsp + wind =
ω3

8π2ε0�c3
|μT

σ |2(n̄kσ + 1)

wsp =
ω3

8π2ε0�c3
|μT

σ |2n̄kσ

wind =
ω3

8π2ε0�c3
|μT

σ |2

248

ρdE =
dkk2dΩ
(2π

L )3
= V

k2dkdΩ
(2π)3

E = �ck

ρ(E) = V
1

(2π)3
E2

(�c)3
dΩ = V

1
(2π)3

ω2

�c3
dΩ
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このうち n̄kσ に比例する wind を誘導放出、残りの項を自然放出と呼ぶ。

14.4 光の吸収

吸収に関与する遷移の過程も放出の場合と同じなので n�kσ + 1 → n�kσ として以
下のようになる。

wa =
ω3

8π2ε0�c3
|μT

σ |2n̄kσ

この表式は光の入射強度 I(ω)dω を249

I(ω)dω = c
�ωn

V
ρωdω = (速度)(エネルギー密度)ρωdω

として
wa =

π

ε0�
2c

|μT
σ |2I(ω)

と書けることに注意しよう。
なお２準位系 a, b が輻射場を介して熱平衡になっているとすると (Eb − Ea =

�ω) それぞれの準位にある原子数をNa, Nb, として粒子系の方の遷移行列要素を
Aa→b = Ab→aとして

NbAb→a(n + 1) = NaAa→bn

ここで原子系にボルツマン分布

Nb

Na

= e−(Eb−Ea)/kBT = e−hbarω/kBT

を仮定すると

n =
1

e�ω/kBT − 1

というプランクの輻射公式がでる。

249

ρ(E)dE = ρ̃(ω)dω

より
ρ̃(ω) = ρ(E)�

I(ω) =
�

2ωcn

V
ρ(E)
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第VI部

付録

A ヘルムホルツ方程式の極座標での変数分離
ヘルムホルツ方程式

Δu + k2u = 0

を考える。極座標

x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, x = r cos θ

として

Δ3D =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

=
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

Δ2D =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

=
1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂φ2

よって 3次元において

u(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)

としたとき

Δu + k2u =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

=
1

r2

∂R

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
ΘΦ +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Φ

∂φ2
+ k2RΘΦ = 0

sin2 θ

( d

dr

(
r2dR

dr

)
R

+ k2r2

)
+ sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
Θ

= − 1

Φ

d2Φ

dφ2

独立変数を考えて
1

Φ

d2Φ

dφ2
= −μ2 = (定数)

d

dr

(
r2dR

dr

)
R

+ k2r2 = − 1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
Θ

+
μ2

sin2 θ
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よって両辺を定数 λ として

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
+
(
k2 − λ

r2

)
R = 0

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+
(
λ − μ2

sin2 θ

)
Θ = 0

まず Φ に関しては Φ(φ) = eiμφ で一価性より μ = m =整数

Φ(φ) = eiμφ, m = · · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · ·

次にΘ については x = cos θ として

d

dθ
=

dx

dθ

d

dx
= − sin θ

d

dx

より

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
=

d

dx

(
sin2 θ

dΘ

dx

)
=

d

dx

(
(1 − x2)

dΘ

dx

)
よって

d

dx

(
(1 − x2)

dΘ

dx

)
+

(
λ − m2

1 − x2

)
Θ = 0

これは Legendre の陪微分方程式と呼ばれ Strum-Liouville 型の方程式

d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ (λρ(x) − q(x))u = 0

である。そのうち
λ = �(� + 1), � = 0, 1, 2, · · ·

の時 x = ±1 で有界な解が存在しそれを P m
� (x) と書き第一種の Legendre陪関数

という。

B 球関数

B.1 Legendreの微分方程式

d

dx

[
(1 − x2)

dP�

dx

]
+ λP� =

d

dx

[
(1 − x2)

dP�

dx

]
+ �(� + 1)P�

= (1 − x2)P ′′
� − 2xP ′

� + �(� + 1)P� = 0
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をルジャンドルの微分方程式といい,その閉区間 [−1, 1]で有界な解は � = 0, 1, 2, 3, · · ·
の時のみであり、そのとき解は多項式となりルジャンドル多項式と呼ばれる。こ
の多項式は以下の性質を持つ。

P�(x) =
�∑

n=0

Cnx
n,

(
Cn =

n−1∏
j=0

�(� + 1) − j(j + 1)

2(j + 1)2

)
=

1

2��!

d�

dx�
(x2 − 1)�

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
...∫ 1

−1

dxP�′(x)P�(x) = δ��′
2

2� + 1

また母関数展開と言われる次の展開式が成り立つ。

1

|�r − �r′| =

∞∑
�=0

P�(cos θ)
1

r>

(
r<

r>

)�

B.2 Legendreの陪微分方程式

{
(1 − x2)

dP m
�

dx

}
+
(
�(� + 1) − m2

1 − x2

)
P m

� = 0

をルジャンドルの陪微分方程式というがその解はルジャンドルの微分方程式の解
P�(x) から

P m
� (x) = (1 − x2)

m
2

dm

dxm
P�(x)

として得られる。これらは次の直交関係を満たす。∫ 1

−1

dxP m
� (x)P m

�′ (x) = δ��′
2

2� + 1

(� + m)!

(� − m)!

B.3 球関数

ここで球関数 Y�m を次のように定義する。

Y�m(θ, φ) = (−1)
m+|m|

2

√
2� + 1

4π

(� − |m|)!
(� + |m|)!P

m
l (cos θ)eimφ

これらは次のいくつかの関係式をみたす。
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• 規格直交性

〈Y�′m′ |Y�m〉 ≡
∫

dΩY ∗
�′m′(θ, φ)Y�m(θ, φ) = δ�,�′δmm′

• 昇降演算子の作用

L±Y�m = �

√
(� ∓ m)(� ± +1)Y�m±1

• 加法定理

Y�m=0(cos 0)Y�m=0(ω) =
�∑

m=−�

Y ∗
�m(θ′, φ′)Y�m(θ, φ)

ここで ω は (θ, φ) 方向と (θ′, φ′) 方向のなす角であり

cos ω = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ − phi′)

が成り立つ。

これを書き直すと

P�(cosω) = P�(cos θ)P�(cos θ′) + 2
�∑

m=1

(� − m)!

(� + m)!
P m

� (cos θ)P m
� (cos θ′) cos m(φ − φ′)

=
4π

2� + 1

∑
m

Y ∗
�m(θ′, φ′)Y�m(θ, φ)

となる。

C 球ベッセル関数

C.1 球ベッセル関数

球ベッセル方程式{(
d2

dx2
+

2

x

d

dx

)
+ 1 − �(� + 1)

x2

}
R(x) = 0

は２つの独立な解をもちそれらは、原点で正則な解 (球ベッセル関数) j�(x) と非
正則な解 (球ノイマン関数) n�(x) と呼ばれ具体的に次のように書ける。

j�(x) = (−x)�

(
1

x

d

dx

)�(
sin x

x

)
x→0−→ x�

(2� + 1)!!

n�(x) = −(−x)�

(
1

x

d

dx

)�(
cos x

x

)
x→0−→ −(2� − 1)!!

x�+1
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また場合によっては第一種,第二種ハンケル関数を

h
(1)
� (x) = j�(x) + in�(x)

h
(2)
� (x) = j�(x) − in�(x)

と定義し、独立な２解とすることもある。特にの大きい場合の漸近形は

j�(x)
x→∞−→ 1

x
sin
(
x − �π

2

)
n�(x)

x→∞−→ −1

x
cos
(
x − �π

2

)
h

(1)
� (x)

x→∞−→ (−i)�+1 eix

x

h
(2)
� (x)

x→∞−→ (i)�+1 e−ix

x

となる。
これらを用いた重要な２つの公式を述べる。

eikr cos θ =

∞∑
�=0

(2� + 1)i�j�(kr)P�(cos θ)

eik|�r−�r′|

|�r − �r′| = ik
∞∑

�=0

(2� + 1)j�(kr<)h
(1)
� (kr>)P�(r̂ · r̂′)
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