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第II部

相対運動と剛体の力学





第1章 質典系の運動

1.1 質点系の保存量
ここでは、質点が複数個あって、お互いに力を及ぼしあっている系の運動を考
えましょう。質点は N 個あって、順に i = 1, 2, · · · ,N と名前づけられていて、そ
れぞれの位置ベクトルが ri,質量 mi として、この質点に働く力を Fi と書きましょ
う。このとき、i番目の質点の運動方程式は

mi r̈i =
d
dt

pi = Fi

pi =mi ṙi

となります。なお pi は i番目の質点の運動量です。
M =

∑
i mi を全質量として

R =
∑

i miri

M

を重心と定義したとき全運動量は

P =
∑

i

pi =
∑

i

mi ṙi = MṘ

M =
∑

i

mi : 全質量

となりますから、
質点系の運動量¶ ³

質点系の全運動量は重心に全質量が集まったときの運動量に等しいµ ´
こととなります。よって運動方程式は

d
dt

P =
∑

i

ṗi =
∑

i

mi r̈i =
∑

i

Fi = F

となりますから重心の運動は系の受ける合力 F =
∑

i Fi に対して全質量が重心に
集まった場合とおなじ運動方程式を満たします。
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重心の運動方程式¶ ³
d
dt

P =Fµ ´
特に各質点に働く力が、お互いに力を及ぼしあうことにより生じる場合、それ
ぞれの力は次のように書けます。

Fi =
∑
j(,i)

Fi← j

ここで Fi← j は質点 jが質点 iに及ぼす力を表します。なお、このような力を内力
と呼びます。
このとき、作用反作用の法則より次の関係式が成り立ちます。

Fi← j = − F j←i

Fi← j ∝ r j − ri

‖ r j − ri

このような内力のみが働く質点系に対して、全合力は次の計算のようにゼロとな
ることがわかります。∑

i

Fi =
∑

i

∑
j(,i)

Fi← j

=
∑
i, j

Fi← j =
∑
i< j

(Fi← j + F j←i) = 0

よって

d
dt

P =0

すなわち内力のみが働くとき全運動量は運動の定数となります。
一般に rに作用する力 Fに対して次の（擬）ベクトル量を力のモーメント Nと
呼ぶとき

N =r × F

質点 i運動量のモーメントである角運動量は

Li =ri × pi
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と定義されますので全角運動量は以下の関係式を満たします。

d
dt

L =
d
dt

∑
i

ri × pi = N

N =
∑

i

ri × Fi

ここで Nは力のモーメントの総和です。
角運動量の時間変化¶ ³
dL(a)

dt
=N

N =
∑

i

ri × Fi

角運動量の時間変化はモーメントの総和に等しい。µ ´
特に、質点間に働く力が内力の場合

N =
∑

i

ri × Fi =
∑

i

ri × Fi =
∑

i

ri × Fi

=
∑

i

ri ×
∑
j(,i)

Fi← j

=
∑
i< j

(
ri × Fi← j + r j × F j←i

)
=
∑
i< j

(
ri × Fi← j − r j × Fi← j

)
=
∑
i< j

(
ri − r j

) × Fi← j

となります。ここで最後に作用反作用の法則を用いました。さらに質点間に働く
力は、質点間を結ぶベクトルに平行ですから外積の定義から

N =0

と内力による力のモーメントは消失することとなります。よって角運動量 Lも保
存量となります。 d

dt L = 0
以上、内力のみが働く場合の保存則をまとめておきましょう。
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内力のみが働く質点系の保存量¶ ³
全運動量と全角運動量は保存する。

d
dt

P =0, P =
∑

i

pi

d
dt

L =0, L =
∑

i

ri × pi

µ ´
1.2 重心
質点系の重心とは次のように定義されますが、

R =
∑

i miri∑
i mi

=

∑
i miri

M

M =
∑

i

mi

前節で示したように質点系の全運動量 P =
∑

i piは重心にある全質量が集まった場
合のの運動量と等しくなります。

全運動量と重心の運動量¶ ³
P =MṘµ ´

次に角運動量ですが、角運動量を重心周りのもので表すことを考えてみましょう。
そのために

r′i =ri − R

とすれば ∑
i

mir′i =
∑

i

mi(ri − R) =
∑

i

miri − MR = 0

となりますから ∑
i

mi ṙ′i =
∑

i

p′i = 0

となります。ここで p′i はつぎのような i-番目の質点の重心に対する運動量です。

p′i =mi
d
dt

(ri − R) = pi − miṘ
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これらを用いて

L =
∑

i

Li =
∑

i

ri × pi

=
∑

i

(
r′i + R

) × pi

=
∑

i

r′i × pi + R × P

=L(R) + LR

となります。ここで

LR =R × P

は重心の角運動量

L(R) =
∑

i

r′i × pi =
∑

i

r′i × (p′i + miR) =
∑

i

r′i × p′i +
∑

i

mir′i × R

=
∑

i

r′i × p′i

は重心 Rを原点としたときの質点の全角運動量です。ここでわかったことをまと
めて起きましょう。

重心周りの角運動量¶ ³
全角運動量は重心の角運動量 LR と重心を原点としたときの角運動量の和で与
えられる。

L =L(R) + LR

LR =R × P

L(R) =
∑

i

r′i × p′i

µ ´
　
次に運動エネルギーを考えてみましょう。系の全運動エネルギー T は次のよう
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に書き直せます。

T =
∑

i

p2
i

2mi
=
∑

i

(p′i + miṘ)2

2mi

=
∑

i

p′i
2

2mi
+
∑

i

p′i · Ṙ + Ṙ2
∑

i

mi

2

=T ′ +
1
2

MṘ2

=T ′ +
P2

2M

ここで

T ′ =
∑

i

p′i
2

2mi

となります。よって
重心周りの運動エネルギー¶ ³

全運動エネルギーは重心に対する各質点の全運動エネルギーと重心の運動エネ
ルギーの和となる。

T =T ′ +
P2

2Mµ ´
1.3 2体問題

2つの質点系の運動は 2体問題と呼ばれますが、これを一般に考えて見ましょう。
2つの質点の位置ベクトルを rA, rB としたときその運動方程式は

mA r̈A =FA←B

mB r̈B =FB←A

FB←A = − FA←B = K(rB − rA)

と書けます。よって相対座標 r = rB − rA と重心座標に対して

R =
mArA + mBrB

mA + mB

r =rB − rA
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ですから,　まず重心の運動に関して

MR̈ =mA r̈A + mB r̈B = FA←B + FB←A = 0

となります。つまり重心は質量 Mの質点として自由運動を行います。一方相対座
標について

r̈ =r̈B − r̈A =
Kr
mA
− −Kr

mB
=

( 1
m A
+

1
m B

)
Kr

よって

mr̈ =Kr

と相対座標は中心力による質点 mの運動を行います。ここで換算質量とよばれる
mは次のように定義されます。

1
m
=

1
mA
+

1
mB

以上 2体問題に関する考察をまとめておきましょう。
2体問題¶ ³

2体問題は重心座標と相対座標に分離でき、重心座標は等速運動（自由運動）
を行い相対座標に関しては以下の換算質量を持った質点の中心力による運動と
見なせる。

1
m
=

1
mA
+

1
mB

mr̈ =Krµ ´
1.4 連成振動

nこの質量 mの質点がバネ定数 kのバネで等間隔に直線上に並んでいるとする。
この系の運動を考えよう。n番目の質点の平衡位置からのずれを xn としたとき運
動方程式は

mẍ1 = + k(x2 − x1)

mẍn = − k(xn − xn−1) + k(xn+1 − xn), n = 2, · · · ,N − 1

mẍN = − k(xN − xN−1)
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とかけるからΩ2 = k/mとして

ẍ1 = + Ω2(x2 − x1)

ẍn =Ω
2(xn−1 − xn) + Ω2(xn+1 − xn), n = 2, · · · ,N − 1

ẍN =Ω
2(xN−1 − xN)

よって

d2

dt2

N∑
n=1

xn =0

すなわち

R̈ =const.

R =x1 + · · · + xN

と重心 Rは等速運動をする。もう少し丁寧に議論してみよう。

xk
n =Xk

neiωt

Xk
n = cos π

(n − 1
2 )k

N
, k = 0, 1, 2, · · · ,N − 1

とすれば、

Xk
1 =Xk

0

Xk
N =Xk

N+1

なので以下の関係式をすべての nに使ってよいこととなる。

Ẍn =Ω
2(Xn−1 − 2Xn − Xn+1)
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これに代入して1

Xn−1 − 2Xn − Xn+1 = cos π
(n − 3/2)k

N
+ cos π

(n + 1/2)k
N

− 2 cos π
(n − 1/2)k

N

=2 cos π
(n − 1/2)k

N
cos π

k
N
− 2 cos π

(n − 1/2)k
N

=2(cos π
k
N
− 1)Xk

n

= − 4 sin2 πk
2N

Xk
n

よって

−ω2
k = − 4Ω2 sin2 κk

κk =
πk
2N

: 0→ π/2

よって一般の運動は Ck を任意の定数として

xn(t) =
∑

k

Ckeiωkt cos π
(n − 1/2)k

N

と書け、Ck は初期条件より定まる。強制振動の例からわかるように、外力がこの
ωk に等しい振動数で加えられたとき、共鳴的に系のエネルギーは増大する。この
eiωktXk

n を基準振動とよぶ。特に N → ∞のとき

ωκ =Ω sin κ

これは κ → 0のとき

ω ∝κ

となる（エネルギー分散）。空気の音波（粗密波）、固体中の音響型フォノンはこ
れと同様の分散をもち、κ → 0でエネルギーゼロのなることが重心の並進の自由
度に対応する。

1

cos(α ± β) = cosα cos β ∓ sinαsinβ

cos A + cos B =2 cos
A + B

2
cos

A − B
2
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図 1.1: 連成振動



第2章 座標系と慣性力

2.1 相対運動と慣性系
まずある静止した系 R (rest)があるとして、その静止系に固定された座標系 OR =

(eR
1 , e

R
2 , e

R
3 ) により質点の運動が記述されているとしましょう。つまり位置ベクト

ル ~rR にある質量 mの質点に力 ~FR が働くとき質点は次の運動方程式に従うとしま
しょう。

m~̈rR = ~FR

ここで位置ベクトル rR は一般に

~rR =eR
1 x1 + eR

2 x2 + eR
3 x3 = eR

i xi = ORrB

OR =(eR
1 , e

R
2 , e

R
3 )

rR =


xR

1

xR
2

xR
3


と書けます。
この質点を運動する系 B (boost) 上に固定された座標系 OB = (eB

1 , e
B
2 , e

B
3 )で記述

することを考えてみましょう。前節では座標系の原点は動かないとしましたがこ
こでは原点も移動することを許してみましょう。1 運動する系 Bの原点の位置ベ
クトルを~r 0 と書けば、任意の点の位置ベクトルを静止系でみて ~rR,運動系でみて
~rB とすれば、

~rR =~r 0 + ~rB

静止系でのこれらのベクトルの成分をもちいれば次のようになります。

xR
i =x0

i + xB
i

1駅のホーム上の質点の運動を電車の中から観測するときなどがこの場合に対応します。

17
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ここで

~rR =eR
i xR

i = ORrR, rR =


xR

1

xR
2

xR
3


~r0 =eR

i x0
i = ORr0, r0 =


x0

1

x0
2

x0
3


~rB =eR

i xB
i = ORrB, rB =


xB

1

xB
2

xB
3


と書けます。
~rB による記述は ~r 0 に対する相対運動とよばれます。
このとき運動方程式を ~̈rR = ~̈r 0 + ~̈rB をもちいて

m~̈rB = ~F + ~F I

~F I = − m~̈r 0

となりますから運動座標系としては運動方程式に ~F I だけ余分な力が働くようにみ
えます。これを慣性力 とよびます。
たとえば自由落下するエレベータの中の質点の運動を考えてみましょう。.....
特に ~F I = 0すなわち ~r 0 = 一定のとき、相対運動の運動方程式は静止系と運動
方程式は不変となります。質点の運動からは座標系の等速運動は静止系と区別で
きないこととなります。これから絶対的に静止した運動座標系は運動学的には定
義できず、すべての等速度運動 (速度ゼロを含む）はお互いに同等となります。こ
の事実はガリレイの等価原理と呼ばれ、等速度運動する座標系を慣性系 と呼び
ます。

ガリレイの等価原理¶ ³
運動学的にすべての慣性系（等速度運動する系）は同等である。µ ´

2.2 座標変換と運動座標系
ここではしばらく原点は同じすなわち~r 0 = 0として一般の運動座標系について
考察をすすめてみましょう。ここで一般のベクトル ~xを扱いましょう。まず ~xは
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静止系の基底 OR で以下のように展開されているとしましょう。

~x =ORx

ここでベクトル ~xを運動座標系 B系での基底 OB = (eB
1 , e

B
2 , e

B
3 )で展開したとき

の成分 x′i
B を用いて次のように書きましょう。

~x =eB
i x′i＝OBx′

x′B =


x′1
x′2
x′3


このベクトルを静止系 R　の基底で書き直してみましょう。なお座標系の規格
直交性から

ÕROR =ÕBOB = E3

完全性から

ORÕR =OBÕB = E3

が成立することとなります。
x→ x′ は前節で議論したベクトルの座標変換ですから一般のベクトルの成分の

変換則から、直交行列 T があって

x′ =T x

となりますが、ここでの考察から

ORx =OBx′

x′ =ÕBORx

となりますから

T =ÕBOR

T̃T =ÕROBÕBOR = E3

です。

~x =ORx = OBx′
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と書いたとき、運動座標系とは座標系（の基底）OBが時間に依存することですの
でこれに注意して微分すれば

~̇x =ȮBx′ + OB ẋ′

となります。ここで基底の満たす規格直交性をあらわす関係式を微分して

d
dt

(ÕBOB) =0

=
˙̃OBOB + ÕBȮB

これを ȮB について解いて

　ȮB = − OB ˙̃OBOB

となりますから

~̇x =OB(ẋ′ − ˙̃OBOBx′
)

となります。ここで

˜̃̇
OBOB =ÕBȮB = − ˙̃OBOB

ですから ˙̃OBOB は反対称行列であり、ある ωk をもちいて( ˙̃OBOB)
i j =εi jkωk　

と書けます。これから

~̇x =OB(ẋ)′

と書いたとき (ẋ)′ は運動座標系での ~̇xを表すベクトルですが、これが以下のよう
に書けることを意味します。 (

(ẋ)′
)

i =x′i − εi jkωkx′j

これはまとめて

(ẋ)′ =ẋ′ + ω × x′

=
d
dt

x′ + ω × x′
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とも書くことができます。ここで (ẋ)′はベクトル xの時間変化を運動座標系OBで
展開したときの成分からなるベクトルを表し ẋ′は xの運動座標系での成分の時間
微分を成分とするベクトルです。座標系が時間に依存しなければ第１項のみとな
りますが、時間依存する座標系ではここでの第 2項分だけ余分な項が必要となる
わけです。（座標系の原点は等しくとも）
次にここで現れた ω　の意味を考えてみましょう。座標系のの原点は移動しま
せんので、この運動は一般には回転軸が時間依存する回転であると考えられます。
特に 3(z)-軸正方向周りの角速度 Ωの回転を考えれば

e′1 =e1 cosΩt + e2 sinΩt

e′2 = − e1 sinΩt + e2 cosΩt

e′3 =e3

となります。これから

OB =(e′1, e
′
2, e
′
3) = (e1, e2, e3)


cosΩt − sinΩt
sinΩt cosΩt

1

 = OR


cosΩt − sinΩt
sinΩt cosΩt

1


これから

˜̇OB
OB =Ω


− sinΩt cosΩt
− cosΩt − sinΩt

0




cosΩt − sinΩt
sinΩt cosΩt

1


=Ω


0 1 0
−1 0 0
0 0 0


これは

ω =Ω


1
0
0


であることを意味する。
ωはベクトルであるから一般にこの ωは座標系の瞬間的回転軸の方向でかつ、
その大きさが右回りの回転速度を表すベクトルとなります。（図）
これを以下まとめておきましょう。
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回転座標系でのベクトルの時間変化¶ ³
運動座標系が瞬間的には ω̂ 方向で右ねじまわりに角速度 |ω| の回転している
とき、一般のベクトル xの運動座標系における成分を x′ と書いたとき、その
時間変化を表すベクトルは以下の通り書き表される。

(ẋ)′ =ẋ′ + ω × x′ =
d
dt

x′ + ω × x′µ ´
これを点の位置ベクトル rとその回転座標系による表示 r′に対して使えば、速
度ベクトル v = ṙ (静止座標系で微分したもの)を運動座標系でみたときの速度ベク
トル v′ は次のようになります。

回転座標系でみな速度ベクトル¶ ³
v′ =ṙ′ + ω × r′µ ´

同様に加速度ベクトルを考えると静止系での加速度ベクトル a = r̈を運動座標
系で表すには、一般のベクトルの微分の公式を速度ベクトルに対して適用すれば
よいので、x = vとして

a′ =v̇′ + ω × v′

=
d
dt
(
ṙ′ + ω × r′

)
+ ω × (ṙ′ + ω × r′

)
=r̈′ + ω̇ × r′ + ω × ṙ′ + ω × ṙ′ + ω × ω × r′

=r̈′ + ω̇ × r′ + 2ω × ṙ′ + ω × (ω × r′)

これもまとめておきましょう。
回転座標系での加速度ベクトル¶ ³

a′ =r̈′ + ω̇ × r′ + 2ω × ṙ′ + ω × (ω × r′)µ ´
これから静止座標系（慣性系）で力 Fがはたらく質点の運動座標系における運
動方程式ma′ = F′ は次のように書き直せることとなります。

回転座標系による慣性力¶ ³
mr̈′ =F′ + F′I
F′I = − mω̇ × r′ − 2mω × ṙ′ − mω × (ω × r′)µ ´
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ここで F′I は座標系が瞬間的に回転運動していることによる慣性力です。
特に等速回転運動の場合を考えてみると ω̇ = 0であり、

ω ⊥ ω × r′

だから

ω × (ω × r′) =|ω|2|r′| sin θ

ここで θは ωと r′ のなす角度となります。

ρ = − ρ̂|r′| sin θ

は回転軸から質点までのベクトルを意味するとして

−mω × (ω) × r′ =mω2ρ = m
(|ρ|ω)2

|ρ| ρ̂ = m
v2

ρ
ρ̂, v = ρω

となりますが、これはよく知られた遠心力を意味します。
また最後の項である

−2mω × ṙ′ = − 2mω × v′

はコリオリの力と呼ばれます。

2.3 地球上でのコリオリの力
地球は地軸を中心に回転していますから、遠心力とともにコリオリの力を受け
ます。この節ではこのコリオリの力について少し議論してみましょう。まず回転
の角速度が以下のようにかなり小さいことにまず注意しましょう。

|ω| =
( 2π
3600 × 24

)
[sec−1] ≈ 7.3 × 10−5[sec−1]

ここで公転の影響は無視しました。また遠心力は赤道半径 R =
この節では回転座標系でのベクトルであることを示す’は省略すれば質量 m,速
度 vの質点に働くコリオリの力 Fc は

Fc = − 2mω × v

となります。
自転は北半球を上にして右ねじに向いていますから、北半球では回転ベクトル
ωは水平面から外に向いています。よってコリオリ力は進行方向に対して右にそ
れる方向に働きます。例えば台風の風が中心に向かって逆時計回りに吹き込むの
はこのコリオリの力のためと考えられます。
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2.3.1 地上での自由落下

遠心力を含めた重力加速度を gと書いたとき地表上での質量 mの質点の自由落
下の運動方程式は

v̇ =g + 2v × ω

となります。
ωが小さいことを考えてこの解を逐次近似により解くことを考えましょう。ま
ず ω = 0の時の解は、初速度なしで自由落下させることを考えて v = v0 = gtかけ
ることに注意しましょう。よって v1 を ωによる補正項として |v1| << |v0|として

v =v1 + v0

と書き運動方程式に代入しましょう。ただし逐次近似の精神にしたがって右辺で
は ω × vに対する v1 の効果は高次の項として無視して v = v0 とします。よって　

v̇1 =2v0 × ω = 2tg × ω

これを積分して

v1 =t2 g × ω
v =tg + t2 g × ω

さらに積分して積分定数をいれて

r =R0 +
1
2

t2 g +
1
3

t3 g × ω

となる。ここで z軸を鉛直上向き、x軸を水平面上北向きにとれば,緯度 αとして

ω =ω(sin(
π

2
− α), 0, cos(

π

2
− α)

=ω(cosα, 0, sinα)

g =(0, 0,−g)

g × ω =(0,−g cosα, 0)

ですから

x =X0

y =Y0 −
1
3

t3gω cosα

z =Z0 −
1
2

gt2
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Z0 から高さ h自由落下するとすれば

t =

√
2h
g

となりますから

δy ≡y − Y0 = −
1
3

gω cosα
2h
g

√
2h
g

= − ω cosα
3

√
8h3

g

−は東にずれることを意味します。これだけコリオリ力によりずれが生ずるのです。

2.3.2 フーコーの振り子

振動数 Ωの振り子を前節の座標系で水平面 xyの単振動と考えると

v =(vx, vy, 0) = (ẋ, ẏ, 0)

ω =ω(cosα, 0, sinα)

2v × ω =(vyω sinα,−vxω sinα, 0)

となるので、単振動の運動方程式は次のようになります

v̇ = −Ω2r + 2v × ω
ẍ = −Ω2x + (2ω sinα)ẏ

ÿ = −Ω2y − (2ω sinα)ẋ

ここで z = x + iyとすれば

z̈ = − Ω2z + (2ω sinα)(−iż)

さらに z = Zeiλt と置くと

−λ2 = −Ω2 + 2λω sinα

これを整理して

λ2 + 2(ω sinα)λ −Ω2 =0
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この解は

λ =ω sinα ±
√
ω2 sin2 α + Ω2 ≈ ω sinα ±Ω

これから, A, Bを任意の定数として

z =eitω sinα(AeiΩt + Be−iΩt)

が一般解となります。ここで Ω >> ω であることから tω sinα << 1 であるとき、
すなわち十分短時間では、振動が x平面内に限られるとしてみましょう。（x面内
の単振り子）この条件下では C > 0として

z =Ceitω sinα cosΩt

となりますから長時間の振る舞いは

x =Re z = C cos(tω sinα) cosΩt

y =Im z = C sin(tω sinα) sinΩt

となります。これは振動数 Ωの単振動面がゆっくりと振動数

ω sinα

で北半球では α > 0ですから右回りに（南半球では左回りに）回転することを意
味します。
この現象をフーコー (Foucault)の振り子と呼びます。これは地球が慣性系に対し
て回転していることを直接しめす実験事実と考えられます。
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図 2.1: フーコーの振り子の軌跡





第3章 剛体の運動

3.1 剛体の運動
質点系がその相対位置を固定されている場合、これらをまとめて取り扱う際、こ
の質点系を剛体と呼びます。このとき、剛体上の任意に固定された点を原点とす
る座標系を考えましょう。この座標系の原点の速度 V とすれば、剛体を構成する
相対座標 rの点の速度 vは、剛体上の座標系で剛体の各点の座標は不変であるこ
とに注意すると前節までの議論から

v =V + ω × r

と与えられます。ここで ωは剛体上任意にとった原点を中心とする回転を表現す
るベクトルです。

3.2 剛体の角運動量
質点 ri の位置ベクトル原点を Rだけ移動すれば ri = r′ + Rとなるが、運動量は
不変 p′ = pですから角運動量は

L′ =r′ × p′ = r × p− R × p

=L − R × p

だけ変化します。剛体の角運動量を議論するときはその重心を原点とするのが、わ
かりやすいので以下、明示しない限り、原点は重心としましょう。よって相互位置
の変化しない質点系つまり剛体に対して∑

miri =0

と仮定します。
このとき各質点の速度は重心の速度 V として

vi =V + ω × ri

29
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であることに注意すると (剛体ですから各点の回転速度は等しいことになります)
剛体の角運動量 Lは以下のようになります。

L =
∑

ri × (mivi)

=(
∑

miri) × V +
∑

miri ×
(
ω × ri

)
=
∑

miri ×
(
ω × ri

)
これを成分で書けば (i を省略して)

La =
∑

mεabcrbεcdeωdre =
∑

mεabcεdecrbωdre

=
∑

m(δadδbe − δaeδbd)rbωdre

=
∑

m(rbωarb − rbωbra)

=
∑

m(δabrcrc − rarb)ωb

これは慣性モーメントテンソル（慣性テンソル）Iab を

Iab =
∑

m(δabrcrc − rarb)

と定義して

La =Iabωb

となります。この慣性テンソルは明らかに対称であり

Iab =Iba

座標変換の下で

I′a′b′ =
∑

m(δ′a′b′r
′
c′r
′
c′ − r′a′r

′
b′)

=
∑

m(Ta′aTb′bδab Tc′drdTc′ere − Ta′araTb′brb)

=
∑

m(Ta′aTb′bδab δderdre − Ta′araTb′brb)

=
∑

m(Ta′aTb′bδabδderdre − Ta′araTb′brb)

=Ta′aTb′b

∑
m(δabrdrd − rarb)

=Ta′aTb′bIab

と変換します。ここで δ′a′b′ = δa′b′ は 2階の（不変）テンソル、ベクトル raであり、
座標変換の行列 T を用いて、次のように変換するとしました

δ′a′b′ =Ta′aTb′bδab = Ta′aTb′b =

 1 a′ = b′

0 その他

r′a′ =Ta′ara
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ここで

Ta′aTa′b =δab

Ta′aTb′a =δa′b′

です。
このような変換則に従う物理量は (2階の)テンソルと呼ばれます。また具体的に
は以下のような形に書けます。

I =


∑

m(y2 + z2) −∑mxy −∑mxz
−∑myx

∑
m(z2 + x2) −∑myz

−∑mzx −∑mzy
∑

m(x2 + y2)


特に Ixx, Iyy, Izz を慣性モーメント、Ixy, IyzIzx を慣性乗積と呼ばれます。

剛体の角運動量と慣性モーメントテンソル¶ ³
La =Iabωb

Iab =
∑

m(δabrcrc − rarb)µ ´
このとき以下の量は

J =IabXaXb = X̃IX

座標変換に対して

J′ =I′a′b′X
′
a′X
′
b′

=Ta′aTb′bIabTa′cXcTb′dXd

=Ta′aTb′bTa′cTb′dIabXcXd

=δacδbdIabXcXd

=IabXaXb = J

とスカラーとなり、座標系によらず定まりますから

J =1

とおいた 3次元内の 2次曲面 (X1, X2, X3) = (X,Y,Z) がこれまた座標系によらず定
まります。これを慣性楕円体と呼びます。
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一般に実対称行列は直交変換で対角化でき、その固有値は実となります。それ
を I1, I2, I3 直交した完全な 3つの固有ベクトル E1, E2, E3 があって

I(E1, E2, E3) =(E1, E2, E3)


I1

I2

I3


ととれます。よって

X′ =


X′

Y ′

Z′

 = (E1, E2, E3)X

として

J =I1(X′)2 + I2(Y ′)2 + I3(Z′)2

となります。この Ii, i = 1, 2, 3は主慣性モーメントと呼ばれ、Eiの方向は慣性主軸
とよばれます。
また

J =X2
∑

m(y2 + z2) + Y2
∑

m(z2 + x2) + Z2
∑

m(x2 + y2)

− 2XY
∑

mxy − 2YZ
∑

myz − 2ZX
∑

mzx

=
∑

m
[
(Xy − Y x)2 + (Yz − Zy)2 + (Zx − Xy)2 ≥ 0

と負にはなりませんから、つぎのように主慣性モーメントは負になりません。

Ii ≥ 0

これは座標変換を T = (E1, E2, E3)としたとき ′ 系において

I′11 =I1

I′22 =I2

I′33 =I3

I′ab =0 (a , b)

を意味します。よって

L′a′ =Ta′aLa = Ta′aIabωb

=Ta′aI′c′d′Tc′aTd′bω
′
b′Tb′b

=I′c′d′ω
′
b′Ta′aTc′aTd′bTb′b

=I′c′d′ω
′
b′δa′c′δd′b′

=I′a′b′ω
′
b′
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すなわち ′系では角運動量は簡単に

L′1 =I1ω
′
1

L′2 =I2ω
′
2

L′3 =I3ω
′
3

となることを意味します。ここでベクトル ωa の逆変換は

ω′a′ =Ta′aωa

ω′a′Ta′b =Ta′bTa′aωa = δbaωa = ωb

であり、2階のテンソルは

I′a′b′ =Ta′aTb′bIab

I′a′b′Ta′cTb′d =Ta′aTb′bIabTa′cTb′d = Iabδacδdd

=Icd

と逆変換が与えられることを使いました。
以上をまとめておきましょう。

慣性主軸と角運動量¶ ³
慣性主軸の方向に座標系をとれば主慣性モーメント Ii ≥ 0であり、

L1 =I1ω1, L2 = I2ω2, L3 = I3ω3

となります。µ ´
3.3 慣性モーメント
まずある方向 n, |n| = 1の慣性モーメント In を

In =Ii jnin j

としましょう。これは座標変換 T について

I′n =I′i′ j′n
′
i′n
′
j′ = Ti′iT j′ jIi jTi′knkT j′`n` = Ti′iT j′ jTi′kT j′`Ii jnkn`

=δikδ j`Ii jnkn` = Ii jnin j = In

となりますからスカラーとなり座標系によらない意味をもちます。
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特に慣性主軸を座標系としたとき方向余弦 g = (α, β, γ) α2 + β2 + γ2 = 1の方向
の慣性モーメント Ig は

Eg =αE1 + βE2 + γE3E

方向の慣性モーメントを求めればよいので回転行列 T はつぎの関係式を満たし
ます。 

1
0
0

 =T


α

β

γ


すなわち

T =


α β γ

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


となるはずです。これを用いると Eg方向の慣性モーメントは座標系が慣性主軸に
とられていることに注意して

Ig =I′1′1′ = T1′iT1′ jIi j = T1′iT1′ jIi j　δi j

=α2I11 + β
2I22 + γ

2I33

となります。
特定の方向の慣性モーメント¶ ³

慣性主軸を座標系として、方向余弦 (α, βγ)方向の軸周りの慣性モーメント Ig

は以下のようになる。

Ig =α
2I11 + β

2I22 + γ
2I33µ ´

次に慣性テンソルの性質をまとめてから、具体的な値を幾つかの剛体について
求めましょう。まず、我々の原点が重心にあることに注意し、重心以外の任意の点
aに対して aを原点としたときの慣性テンソル類似のテンソル Ii j(a)を

Ii j(a) =
∑

m(δi jr′kr
′
k − r′i r

′
j)

とします。ただし

r′ =r − a
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です。これから

Ii j(a) =
∑

m
(
δi j(rk − ak)(rk − ak) − (ri − ai)(r j − a j)

)
=Ii j(0) − 2

∑
mδi jakrk + 2

∑
mair j +

∑
m(δi jakak − aia j)

=Ii j(0) − 2δi jak

∑
mrk + 2ai

∑
mr j + (δi jakak − aia j)

∑
m

=Ii j + M(δi jakak − aia j)

ここで M =
∑

mは全質量です。
特に慣性主軸を座標系としたとき、i軸周りの慣性モーメントは

Ii j(a) =Ii j + M(δi jakak − aia j)

となります。特に慣性主軸を座標系とすれば例えば z軸周りの慣性モーメントは

I3(a) =I3 + M(a2 − a2
z ) = I3 + M(a2

x + a2
y)

となります。よって
平行軸の定理¶ ³

i軸周りの主慣性モーメント Ii について重心から hだけ回転軸がずれた軸周り
のモーメント Ii(h)はつぎのようになる

Ii(h) =Ii + Mh2µ ´
一般に慣性主軸に座標軸をとれば

I1 =
∑

m(r2 − r2
1) =
∑

m(r2
2 + r2

3), I2 =
∑

m(r2
3 + r2

1), I3 =
∑

m(r2
1 + r2

2)

よって

I1 + I2 =
∑

m(r2
1 + r2

2 + 2r2
3) ≥
∑

m(r2
1 + r2

2) = I3

まとめて

I1 + I2 ≥I3

I2 + I3 ≥I1

I3 + I1 ≥I2

という一般的な関係が導かれます。
また剛体に対称面があるとき、以下のような一般的な性質が導かれます。
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(1) 重心は対称面内にある。

(2) 対称面内に 2つの慣性主軸がある。

例えば xy平面に対して対称な剛体について

Izx = Iyz = 0

すなわち z軸は慣性主軸

(3) 平面内に質点が分布している剛体 (薄板）についてはこの面を xy面として

Ix + Iy =Iz (薄板の定理)

なぜならば

Ix =
∑

m(y2 + z2) =
∑

my2

Iy =
∑

m(z2 + x2) =
∑

mx2

Iz =
∑

m(x2 + y2) = Ix + Iy

(4) 質点が直線上 (z軸)に分布していれば Ix = Iy, Iz = 0.

Ix =
∑

m(y2 + z2) =
∑

mz2

Iy =
∑

m(z2 + x2) =
∑

mz2

Iz =
∑

(x2 + y2) = 0

これから主慣性モーメントにより剛体は次のように分類され称されます。

• 非対称コマ:I1, I2, I3 がすべて異なるとき

• 対称コマ:I1, I2, I3 のうち 2つが等しいとき

• 球場コマ:I1 = I2 = I3 と 3つとも等しいとき

以下重心と慣性テンソルを幾つかの典型的剛体についてもとめてみましょう。

• 半径 R質量 M の球殻

重心は中心であり i , jであれば Ii j =
∑

m(δi jR2 − rir j) = 0であり、Iii = Ii =∑
m(R2 − riri) (和はとらない)は iによらないから I1 + I2 + I3 = 3MR2 −MR2 =

2MR2 よって

I1 =I2 = I3 =
2
3

MR2
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• 半径 R質量 M の球

球殻の集まりと考えて

I1 =I2 = I3 =

∫ R

0

M
4πR3/3

(4πr2dr)
2
3

r2 =
2M
3R3

1
5

R5

=
2
5

MR2

I1 =I2 = I3 =
2
3

MR2

• 一様な長さ `の棒
棒を z軸として

Ix =Iy =
∑

mz2 = 2
∫ `/2

0

M
`

dzz2 =
2M
`

1
3
( `
2
)3

=
1

12
M`2

• x, y, z方向にそれぞれ a, b, cの直方体

Ix =
M
12

(b2 + c2), Iy =
M
12

(c2 + a2), Iz =
M
12

(a2 + b2)

a ≥ b ≥ cなら Ix ≤ Iy ≤ Iz

たとえば z方向の棒が xy平面内に分布しているとして平行軸の定理から

Iz =

∫ {
0 + M

dxdy
ab

(x2 + y2)
}
= M(

∫
dx
a

x2 +

∫
dy
b

y2)

=M(
∫ a/2

0
x2dx/

∫ a/2

0
dx +

∫ b/2

0
y2dy/

∫ b/2

0
dy) =

1
12

M(a2 + b2)

3.4 剛体の運動エネルギー
剛体の運動エネルギー T を考えてみましょう、まず各点の速度は剛体上の座標
系からみて v = V + ω × rとなりますから

T =
1
2

∑
mv2 =

1
2

∑
m(V + ω × r)2

=
1
2

MV2 +
∑

mV · (ω × r) +
1
2

∑
m(ω × r)2
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この第 2項は∑
mV · (ω × r) =

∑
mr · (V × ω) = (

∑
mr) · (V × ω) = 0

ここで原点が重心であることを用いました。また最後の項は

TR ≡
1
2

∑
m(ω × r)2

=
1
2

∑
mεi jkω jrkεimnωmrn

=
1
2

∑
m(δ jmδkn − δ jnδkm)ω jrkωmrn

=
1
2

∑
m(ω jrkω jrk − ω jrkωkr j)

=ωi
1
2
(
δi jrkrk − rir j

)
ω j

=ωi
Ii j

2
ω j

となります。
以上まとめて

剛体の運動エネルギー¶ ³
T =TV + TR

TV =
1
2

MV2

TR =
1
2

Ii jωiω j

ここで TV は重心の並進の運動エネルギー、TRは剛体としての回転の運動エネ
ルギーと理解できます。µ ´
座標変換に対して回転のエネルギーは

T ′R =
1
2

Ii′ j′ω
′
i′ω
′
j′ =

1
2

Ti′iT j′ jIi jTi′kωkT j′`ω`

=
1
2

(Ti′iTi′k)(T j′ jT j′`)Ii jωkω`

=
1
2
δikδ j`Ii jωkω`

=
1
2

Ii jωiω j = TR
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と不変となります（スカラー）。特に慣性主軸を座標軸とすれば

TR =
1
2

(I1ω
2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3)

となります。

3.5 剛体の運動方程式

3.5.1 オイラーの方程式

剛体はその重心の位置と剛体の向き、すなわち剛体上の座標系を定まります。こ
こで、ある慣性系をとってこれらを確定することを考えてみましょう。まず、重心
ベクトルは 3成分を持ちます。つぎに剛体上の座標系をつくる 3個のベクトルを
指定しなければなりませんが、それは慣性系上の座標系と剛体上の座標系の関係
を指定する回転行列 T により定まることとなります。これは実の 3× 3行列 T に
より指定されますが、これは直交行列の関係式 TT̃ = E3 を満たします。これは対
称行列間の関係式ですので、対角要素 3つと非対角要素 (3 · 3 − 3)/2 = 3だけが独
立な関係式を与えますので、3 · 3 = 9個のうち 9 − (3 + 3) = 3だけが独立となりま
す。以上の考察により重心を指定するのに 3自由度,向きを一意的に指定するのに
3自由度の 6つの自由度を指定することにより剛体を確定することができます。こ
れを剛体の自由度は 6であると表現します。
ここで質点系の運動の議論を思い出して、質点系に対する全運動量 Pと全角運
動量 Lに対する運動方程式

dP
dt
=F

dL
dt
=N

が剛体の 6つの自由度を定める方程式となります。
ここで F, Nは剛体に働く合力、と力のモーメントの和です。

F =
∑

i

Fi

N =
∑

i

ri × Fi.

この第一式は重心 Rを用いて以下のようにかけることはすでに説明しました。

M
d2R
dt2 =F
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次に角運動量の変化を定める第 2式を考えてみましょう。これは慣性系に対す
る関係式であったことを思い出して、これを剛体上の座標系に関して書き直して
みましょう。前に導いた慣性系と回転座標系でのベクトル量の微分に関する一般
の関係式から慣性系での微分を明示的に示して、次のようになります。

dL
dt

∣∣∣∣∣
慣性系

=
dL
dt
+ ω × L

となります。よって剛体上の座標系で角運動量 L = Iωが満たす関係式はつぎのよ
うになります。

I
dω
dt
+ ω × (Iω) =N

特に座標軸を慣性主軸にとれば (暗黙には和をとらない規則で)

Iiω̇i +
∑

jk

εi jkω jIkωk =Ni

となります。これを明示的に書き下しておきましょう。これをオイラーの方程式
と呼びます。

剛体の回転に関するオイラーの方程式¶ ³
I1ω̇1 − ω2ω3(I2 − I3) =N1

I2ω̇2 − ω3ω1(I3 − I1) =N2

I3ω̇3 − ω1ω2(I1 − I2) =N3µ ´
対称コマの自由運動

ここで対称コマ I1 = I2 = Iが力のモーメントを受けずに（自由運動）運動すると
きを考えてみましょう。このとき ∆I = I3 − I1 = I3 − I2 としてオイラーの方程式は

Iω̇1 = − ω2ω3δI

Iω̇2 =ω3ω1δI

I3ω̇3 =0

これから ω3 = ω0 =一定となりますから、z = ω1 + iω2 として

Iż =iω0δIz
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より z0 を初期条件から定まる複素定数として

z =z0eitω0δI/I

ω1 =Re z

ω2 =Im z

とかけます。これから ω2
1 + ω

2
2 =一定となります。こまはω3 の周りに歳差運動す

ることとなります。

3.5.2 慣性楕円体とPoinsotの表現

剛体に働く力のモーメントがゼロの場合をこの節では考えましょう。このとき

I1ω̇1 − ω2ω3(I2 − I3) =0

I2ω̇2 − ω3ω1(I3 − I1) =0

I3ω̇3 − ω1ω2(I1 − I3) =0

ですから、それぞれ ω1,2,3 をかけて加えると

1
2

d
dt

(I1ω
2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3) =

dTR

dt
= 0

TR =
1
2

(I1ω
2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3) =一定

となりますが、これは回転の運動エネルギー TRが保存することを意味します。次
に、それぞれ I1ω1, I2ω2, I3ω3 をかけて加えると

1
2

d
dt

(I2
1ω

2
1 + I2

2ω
2
2 + I2

3ω
2
3) =0

L2 =I2
1ω

2
1 + I2

2ω
2
2 + I2

3ω
2
3 =一定

となりますが、これは角運動量の 2乗 L2 が保存することを意味します。
ここで慣性楕円体 (X,Y,Z)は次の方程式で定まることを思い出しましょう。

I1X2 + I2Y2 + I3Z3 =1

この慣性楕円体は剛体に固定した慣性主軸を座標系として表現されていることに注
意しましょう。つまり、瞬間的には ω方向まわりに角速度 |ω|で回転しています。
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ここでまず、点 P= (ω1, ω2, ω3)/
√

2TR は慣性楕円体上にあることに注意しまし
ょう。

I1
ω2

1

2TR
+ I2
ω2

2

2TR
+ I3
ω2

3

2TR
=1

さらに点 Pでの接平面 πは

π : I1ω1X + I2ω2Y + I3ω2Z =
√

2TR

となります。これは Pがその上にあることは代入してわかりますし、接平面内の
ベクトル (δY, δY, δY)が

I1X1δX + I2YδY + I3ZδZ =0

を満たすことより (X,Y,Z))での πの法線ベクトルは (I1X, I2Y, I3Z)となることによ
ります。
つまり Pでの πの法線は L = (I1ω1, I2ω2, I3ω3)となります。

π ⊥ L

さらに原点から π へ下ろした垂線の長さ h は、単位法線ベクトルが L/L =
(I1ω1, I2ω2, I3ω3)/Lであることから垂線の足を hL/Lとして

I1ω1
(
h

I1ω1

L
) + I2ω2

(
h

I2ω2

L
) + I3ω3

(
h

I3ω3

L
) =
√

2TR

より

h =
√

2TR

L

と一定となります。法線と原点からの垂線の足が一定ですからこの平面 πは　固
定されていることとなります。これを不変面と呼びます。剛体に固定された慣性
楕円体はこの平面に接しながら原点から接点に向かうベクトルを回転ベクトルと
しながら運動することとなります。このような剛体の回転の表現法を poinsotの表
現といいます。
さらに接点が慣性楕円体上に描く曲線をポールホード (polehode)、不変面上に
描く曲線をハーポールホード (herpolhode)と呼びます。つまりポールホードはハー
ポールホード上を滑らないで転がることとなります。原点と接点が作る直線が剛
体上に作る錐面をポールホード錐、空間につくる錐面をハーポールホード錐と呼
びます。


